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Introduction 



Cette thèse constitue un recueil des travaux de recherche que j'ai effectués ces trois dernières 
années en collaboration avec J. M. Gracia-Bondia, B. lochum, F. Ruiz Ruiz, T. Schùcker et J. 
C. Vârilly. 

La géométrie non commutative (GNC) est une généralisation (algébrique et opératorielle) 
des concepts principaux de la géométrie différentielle ordinaire; elle permet ainsi d'élargir le 
cadre mathématique qui décrit la physique fondamentale au niveau classique. Les prémisses 
de la GNC datent de la première moitié du siècle dernier, de l'avènement de la mécanique 
quantique, à partir duquel il fut de plus en plus évident que les notions géométriques séculaires 
et intuitives devraient être repensées pour permettre d'y intégrer des situations (géométriques) 
plus générales. 

Plus spécifiquement, les études que nous avons menées et qui sont reportées dans cette 
thèse, s'inscrivent dans le courant de pensée qui s'est construit autour des idées élaborées par 
Alain Connes. L'une des motivations principales de son approche, fut la description d'espaces 
'pathologiques' pour lesquels les outils géométriques et analytiques classiques perdent leur per- 
tinence. 

La nécessité d'étendre les notions géométriques ordinaires est aussi primordiale en physique fon- 
damentale, en l'occurrence si on décide de s'affranchir de l'hyphothèse du continu pour modéliser 
et comprendre l'espace-temps ainsi que les 'objets vivant dessus', tels les champs de matière et 
les champs de jauge. En effet, une description continue de l'espace-temps est contradictoire avec 
le principe d'incertitude spatio-temporel [34], analogue à celui d'Heisenberg sur la position et 
l'impulsion en mécanique quantique, et résultant de la nature dynamique de l'espace-temps in- 
duite par les équations d'Einstein. Il se produit évidemment dans le régime des petites distances, 
typiquement à l'échelle de Planck Ip ~ 1.6 10^'^'^cm. En effet, vouloir localiser une particule dans 
l'espace-temps avec une précision arbitraire, n'est pas envisageable déjà dans le cadre de la rel- 
ativité générale. L'énergie nécessaire à une telle localisation (par exemple celle d'une particule 
incidente si on veut procéder par expérience de diffusion) peut provoquer une singularité, dont 
l'horizon rendrait impossible toute détection. L'espace-temps ne peut avoir la structure d'une 
variété différentiable qu'en première approximation. 

La problématique ultime de la physique fondamentale, consiste en la description unifiée des 
interactions régissant les particules élémentaires au niveau quantique. En dehors des difficultés 
d'ordres techniques et/ou conceptuelles persistantes en théorie quantique des champs (en parti- 
culier dans sa formulation perturbative), une partie de ce programme a été réalisée : la quan- 
tification du modèle standard, i.e. des interactions électromagnétique, faible et forte. L'étape 
suivante est la quantification de la gravitation. Elle n'a été abordée que dans le contexte de la 



quantification canonique (gravité quantique à boucle) et dans celui de la théorie des cordes. La 
question, qui pour l'heure n'a aucun embryon de réponse, est de savoir si les idées de la géométrie 
non commutative sont suffisamment robustes pour fournir un cadre approprié à la description 
de la gravitation au niveau quantique. Nous verrons qu'il existe plusieurs arguments conceptuels 
en faveur de la GNC, mais que de nombreuses obstructions techniques rendent pour l'heure 
problématique toute tentative de quantification de la gravitation dans le cadre de la GNC. 

Les fondements de la géométrie non commutative reposent en quelque sorte à la fois sur le 
théorème de dualité de Gelfand-Naimark et sur la mécanique quantique elle-même. En effet, 
ce théorème affirme que toute C*-algèbre commutative est isomorphe à l'algèbre des fonctions 
continues et s'annulant à l'infini sur un espace localement compact. Tout espace topologique 
localement compact X peut ainsi être décrit de manière duale en terme de la C*-algcbrc Cg^(X). 
Par ailleurs, la mécanique quantique nous indique, en particulier pour comprendre la stabilité 
des atomes et décrire leurs spectres en énergie, que les coordonnées de l'espace des phases ne 
commutent plus. Ainsi, d'une part les espaces ordinaires peuvent être caractérisés en termes 
purement algébrique et d'autre part il existe des phénomènes physiques ne pouvant être compris 
qu'en termes de coordonnées non commutatives. 

Un espace non commutatif est alors défini par dualité, et consiste en la donnée d'une C*-algèbre 

non commutative. Dans ce cadre, on peut aussi donner du sens à la notion de mesure à travers 
celle d'algèbre de von Neumann, de topologie via des théories (co)homologiques telles la K-théorie 
et la (co)homologie cyclique mais aussi de structure différentielle, généralement implémentée par 
un opérateur externe (un opérateur de Dirac abstrait). Les notions usuelles de fibrés vectoriels 
et de connections sont aussi (par dualité) directement transposable au monde non commutatif. 
Finalement, l'objet central dans l'interface entre la GNC et la physique fondamentale est celui 
de triplet spectral, généralisation non commutative de la notion de variété Riemannienne à spin ; 
le point de départ naturel pour l'élaboration de théories physiques. 

En physique des particules, la GNC a permis deux avancées conceptuelles majeures : une 
interprétation géométrique du mécanisme de Higgs et l'unification au niveau classique de toutes 
les interactions connues. 

Un des avantages de la GNC est de pouvoir traiter dans un même cadre espaces continus 
et espaces discrets. C'est en comprenant l'espace-temps en termes du 'produit' (rigoureusement 
du produit de triplets spectraux) d'un espace continu (une quatre-variété) par un espace à deux 
points, produisant un espace à deux couches chacune correspondant heuristiquement au monde 
des fermions de chiralitc donnée, que l'on peut comprendre géométriquement le mécanisme de 
Higgs. En considérant la fonctionnelle d'action de Connes-Lott (qui n'est rien d'autre qu'une 
transposition directe dans le langage de la GNC de celle de Yang-Mills) , cette particule scalaire 
apparaît alors (avec son fameux potentiel quartique) comme la composante (dans la direction 
discrète) d'une connection [18,19]. 

En plus de cette même interprétation du champs de Higgs, l'action spectrale permet d'unifier 
au niveau classique les interactions électro-faible, forte et gravitationnelle. Cette fonctionnelle 
d'action est définie à partir du spectre d'un opérateur de Dirac V : S = Trx(P^/A^) (nombre 
de ses valeurs propres inférieures ou égales à une échelle de masse A) . On obtient par ÔTictuation 
de la métrique, c'est-à-dire par transformations de jauge généralisées au groupe des unitaires de 
l'algèbre, et en développant cette action en puissances de A, le Lagrangien du modèle standard 
couplé à la gravitation d'Einstein-Weyl [5-7]. 

Alors que sur le plan conceptuel les idées de la GNC sont en parfaite adéquation avec celles de 



la gravitation quantique, en particulier sur la structure microscopique de l'espace-temps, sur le 
plan technique de nombreuses difficultés existent. Pour ne citer que la plus importante, il n'est 
pas clair comment implémenter (sur l'hypothétique algèbre non commutative décrivant notre 
espace-temps au niveau quantique) l'invariance sous difféomorphismes. Ce problème est bien 
plus sérieux qu'il n'y paraît, car pour l'heure toutes les constructions d'espaces non commutatifs 
utilisent le point de vue 'système de coordonnées'. 

Les théories quantiques des champs sur espace non commutatif (NCQFT) ne souffrent pas 
de telles obstructions. Elles constituent plutôt une généralisation directe de celles sur espace 
commutatif. Les champs classiques sont interprétés comme les éléments d'une algèbre non com- 
mutative dans le cas scalaire, ou comme les éléments d'un module projectif de type fini (la 
notion non commutative de fibré vectoriel) dans le cas vectoriel. Le seul autre ingrédient dont 
on a besoin (en dehors d'un opérateur déterminant la cinétique) est une trace sur l'algèbre pour 
construire une action classique. 

Ces théories peuvent être interprétées comme la limite à basse énergie d'une théorie quantique 
unifiée. La motivation principale pour les introduire, tombée en désuétude aujourd'hui [20-22], 
était de faire disparaître les divergences ultraviolettes (aux grandes énergies ou aux petites dis- 
tances) dont sont affublées les théories quantiques des champs sur espace ordinaire. En effet, 
lorsque l'on substitue un espace quantique à un espace ordinaire, on s'attend a voir disparaître 
ces divergences car la notion de point, donc celle de petite distance, n'existe plus sur les espaces 
non commutatifs. 

Ce ne fut pas le cas pour les premiers exemples étudiés, plans de Moyal et tores non commu- 
tatifs, ou en plus des divergences UV ordinaires, des divergences mélangeant courtes et grandes 
distances apparurent : le phénomène de mélange UV/IR. 

C'est pour mieux comprendre l'origine de tels phénomènes, mais aussi pour différencier les 
aspects génériques de ceux spécifiques à un modèle, qu'il est primordial d'étudier la théorie 
quantique des champs sur d'autres espaces non commutatifs. 

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressé aux aspects mathématiques ainsi qu'à certaines 
applications physiques, d'une classe importante d'espaces non commutatifs : les déformations 
isospectralcs. Ce sont des généralisations en espace courbe des sans doute plus anciens espaces 
quantiques connus : les tores non commutatifs et les plans de Moyal. 

En cherchant à construire et à classifier, à partir de considérations homologiques, les variétés 
non commutatives sphériques de dimension trois, Connes, Landi et Dubois- Violette ont donné 
dans les articles [24, 25] une méthode pour générer à partir d'un espace Riemannien classique, 
une famille d'espaces quantiques fondés sur le paradigme du tore non commutatif. L'ingrédient 
de base est une variété Riemannienne compacte munie d'une structure spin et dont le groupe 
d'isométrie est de rang (dimension du sous-groupe commutatif maximal) supérieur ou égal à 
deux. On construit alors par dualité une famille de variétés (d'algèbres) non commutatives 
C°^{M(-)), en déformant l'algèbre commutative C°^(Af) à partir de l'action sur M du sous-groupe 
Abélicn maximal (isomorphe à un tore car la variété est compacte) du groupe d'isométrie de 
la variété. Dans la construction de Connes-Dubois- Violette [25] (celle de Connes-Landi [24] est 
sensiblement différente), C°°{Mq) est définie en termes d'algèbre des points fixes pour l'action 
d'un groupe : 



ou C°°(T^) désigne l'algèbre d'un Z-tore non commutatif de matrice de déformation G, r est 




-1 



(0.0.1) 



l'action sur C°°(Tq) du Z-tore ordinaire et a est l'action par automorphismes sur C°°(M) donnée 
par le sous-groupe Abélien maximal de Isom(M, gi). 

La terminologie 'déformation isospectrale' vient du fait que le triplet spectral sous-jacent, i.e. 
l'objet dual (C°°(M0), L2(M, 5), ^) codant les structures topolo gique, différentielle, métrique 
et spin de la variété de départ M, possède le même espace de représentation, l'espace de Hilbert 
des sections de carré sommable du fibré des spineurs, et le même opérateur de Dirac que celui 
non déformé ; seule l'algèbre est modifiée. 

Quelques temps plus tard, Varilly [104] et Sitarz [101] remarquèrent indépendamment, que 
cette construction s'inscrit dans la théorie de Rieffel de la déformation/quantification par action 
de m' [92]. Se donnant une algèbre de Frcchct A munie d'une famille de semi-normes {pilig/ ainsi 
que d'une action du groupe Abélien M', fortement continue et isométrique pour chaque semi- 
norme, on peut déformer la sous-algèbre consistant en les éléments de A qui sont lisses (pour 
la topologie Préchet) par rapport à l'action des générateurs infinitésimaux ^ A; G {1, . . . , Z} de 
l'action ol. L'algèbre peut alors être munie canoniquement d'une nouvelle famille de semi- 
normes Pi,m{-) ■= supj<j J2\i3\<mPji-^^-)i ^ ^lles Ont la propriété d'être compatibles avec 
le produit déformé, défini par : 

a*e6 := (27r)-' [ Syéz e-^<y^^'> ai {a)a-^{h), a,b e (0.0.2) 

Ici Q est une matrice réelle et antisymétrique ; la matrice de déformation. Les intégrales in- 
tervenant dans la définition de ce produit sont des intégrales oscillantes à valeur dans A°°. La 
propriété principale de ce processus de déformation est d'être réversible : en notant Aq l'algèbre 
(yl°°,*g,), on a {Aq)q, = Aq^q,. 

En utilisant ce cadre plus général, la construction de Connes-Landi-Dubois- Violette peut 
être étendue aux variétés Riemanniennes non compactes munies d'une action de M} par isométrie. 

Dans cette thèse, on s'intéressera principalement aux espaces non commutatifs non compacts 
ainsi obtenus, qui sont qualifiés de déformations isospectrales non périodiques non compactes. Ils 
ont pour paradigmes les plans de Moyal, avec lesquels ils coïncident lorsque M = et lorsque 
m} agit sur lui-même par translation. 

Dans la première partie de cette thèse, nous commencerons par revoir les motivations ho- 
mologiques qui ont abouti à la construction (et à la classification) des variétés non commutatives 
tri-dimensionnelles de type sphérique. Nous reverrons ensuite les constructions respectives de 
Connes-Landi et de Connes-Dubois- Violette des déformations isospectrales périodiques com- 
pactes. Les déformations isospcctralcs non périodiques non compactes seront alors introduites 
en utilisant la théorie de Rieffel. Leurs propriétés algébriques seront établies et les aspects ana- 
lytiques génériques, en particulier Hilbertien, seront étudiés. 

La deuxième partie consiste en la construction de triplet spectraux sans unité. On com- 
mencera par le cas unifcrc, puis on motivera les modifications nécessaires pour formuler les 
axiomes des 'espaces Riemanniens à spin quantiques non compacts'. Après avoir revu un cer- 
tain nombre de faits concernant l'analyse fonctionnelle sous-jacente au produit de Moyal, on 
vérifiera que ces axiomes modifiés sont satisfait pour les déformations non compactes plates. 
Enfin, nous donnerons les points clefs pour construire des triplets spectraux sans unité à partir 
des déformations isospectrales non compactes courbes. 

Dans le chapitre suivant, nous calculerons pour les plans de Moyal, deux types de 'fonc- 
tionnelle d'action pour champs de jauge non commutatifs' : l'action de Connes-Lott et l'action 



spectrale. 

Dans le dernier chapitre, nous nous intéresserons aux théories quantiques des champs sur 
déformations isospectrales courbes. Nous nous focaliserons sur le phénomène de mélange des 
divergences ultraviolette et infrarouge (mélange UV/IR) ; phénomène très important car ren- 
dant problématique la renormalisation de la théorie et qui jusque-là n'était connu que pour les 
déformations plates (plans de Moyal et tores non commutatifs). 

Au travers de l'étude d'une théorie scalaire en dimension quatre, nous allons montrer le car- 
actère intrinsèque de ce phénomène et étudier ses conséquences sur la renormalisabilité. Nous 
verrons apparaître des manifestations nouvelles et/ou plus fines du mélange UV/IR, en relations 
avec les propriétés géométriques de ces espaces quantiques et arithmétiques des paramètres de 
déformation. D'autres perspectives de recherches seront proposées dans la conclusion, et deux 
appendices résumeront les propriétés des traces de Dixmier et de la base de Wigner de l'oscilla- 
teur harmonique. 



Chapitre 1 

Déformations isospectrales 



1.1 Déformations isospectrales périodiques 

1.1.1 Sphères de Connes-Landi-Dubois- Violette 

Nous avons déjà stipulé dans l'introduction que l'origine des déformations isospectrales est de 
nature homologique. Ce point de vue homologique ne sera pas vraiment utilisé dans ce mémoire ; 
nous nous concentrerons sur les aspects analytiques. Il nous a semblé cependant instructif, de 
rappeler la construction homologique des sphères de Connes-Landi-Dubois- Violette, en parti- 
culier pour motiver l'introduction des déformations isospectrales. En effet, une sous-famille de 
ces espaces non commutatifs constitue l'archétype des déformations isospectrales courbes. 

Le point de départ de leur construction est l'étude et la classification des variétés non com- 
mutatives tridimensionnelles sphériques. Ces dernières sont définies algébriquement à travers 
des contraintes sur les composantes de leur caractère de Chern en homologic cyclique, i.e. un 
cycle cyclique local sur l'algèbre A définissant la variété non commutative et dont le couplage 
avec la K-homologie du triplet spectral (^,7Y,P) (voir chapitre 2) donne un indice de Predholm 
(voir [13,55]). 

On cherche ainsi à construire une algèbre A, de dimension n, par générateurs et relations. 
Les générateurs sont dans le cas pair les éléments de matrice d'un projecteur e G Mq(A), 
= e* = e et sont dans le cas impair ceux d'un unitaire U G Mq{A), U*U = UU* = 1. Les 
relations sont implémentées par l'annulation de toutes les composantes de degré non maximal du 
caractère de Chern. Ces dernières conditions correspondent à la condition de sphéricité imposée 
et s'expriment en dimension paire n = 2m par 

chfc(e) =0, VA; = 0,--- ,m-l, (1.1.1) 

et en dimension impaire n = 2m + 1 par 

chfe+i/2(t^) = 0, Vfc = 0,--- ,m-l. (1.1.2) 

La composante maximal (ch^ ou ch^_|_i/2) du caractère de Chern définit, quant à elle, un cycle 
de Hochschild jouant le rôle de la forme volume sur l'espace non commutatif en question. A des 
constantes Afe, Aj^. près, les composantes du caractère de Chern sont données dans le cas pair par 

ch,(e) = A, (eZ-kà^^e^®e^®---(^e^ eA^{Â)^'', 



et dans le cas impair par 



où A := A/C II existe de plus, une condition de consistance entre la dimension n et le rang q 
des matrices e et U, à savoir ç = 2™ pour n = 2m ou n = 2m + 1. 

A. Connes a montré dans [17] qu'une solution des équations et (|1.1.2|) est donnée par 

le générateur de Bott dans le cas des sphères ordinaires S" pour n = 1,2,3,4, et a trouvé avec 
G. Landi [24] une famille à un paramètre de solutions non commutatives dans le cas n = 3,4. 
L'ensemble des solutions de ()1.1.2() pour n = 3, i.e. l'ensemble des variétés non commutatives 
tri-dimensionnelles de type sphérique, a ensuite été classifié par A. Connes et M. Dubois- Violette 
dans l'article [25]. Il en résulte une famille de solutions à trois paramètres, dont les algèbres ho- 
mogènes associées (pour lesquelles la condition d'unitarité de la matrice U G M2{A) a été rem- 
placée par U*U = UU* C I2 sont isomorphes, pour des valeurs génériques des paramètres, 
aux algèbres de Sklyanin, introduites en connexion avec l'équation de Yang-Baxter. C'est cette 
construction que nous revoyons maintenant, en suivant de près l'article [25]. Notons finalement 
que l'ensemble de solutions pour n = 4, g = 4, constitue quant à lui une famille à sept paramètres 
de variétés non commutatives [37]. 

Soient n = 3, g = 2. Nous cherchons une algèbre complexe, unitale et involutive A dont 
les générateurs sont les éléments d'une matrice U G M2{C) <^ A ~ M2{A) et les relations sont 
exprimées au travers des équations 

chi/2(f/)= Y. Uij(g>U:j-U;i(^U,i = 0, (1.1.3) 

et 

UU* = U*U = I2 (1.1.4) 

où 

Pour reparamétrer cette dernière équation, il est commode d'introduire les matrices de Pauli 

(T := (l2,-<?), â:={l2,â), 

satisfaisant à 

a'a^ = + ié^'^a'^. (1.1.5) 

Dans ce paramétrage, U s'écrit 

U = {&z) = zq + iâ ■ z, 
où (z) := {zQ,izi,iz2,izs) G A'^ et z := {zi,Z2,z^), c'est-à-dire 

U + ^"i+.^^V (1.1.6) 

\lZi - Z2 Zo - tZ3 J 



Ul"'+' eAcs {Af 



L'équation devient alors : 

chi/2(c/) = 2 z^^z;-z;0 z^) = 0. 



(1.1.7) 



Cette condition est satisfaite si et seulement si (voir [25] pour la preuve) il existe une matrice 
A S M4(C) unitaire et symétrique telle que 



Finalement, l'ensemble des relations (|1.1.3j) et (|1.1.4|) devient : 



El 



El 



-Q Zj^Zi/ 



1, 



ZkZQ - zqzI + e-''"-ziz;^ = 0, 
z*QZk- zlzo + e^''"'zlz„^ = 0. 



Pour paramétrer l'ensemble des solutions, il faut remarquer que les relations UU* = U*U = I2 
et cli]^^2(^) = ne changent pas sous la transformation 



U ^ UV1UV2, 



(1.1.9) 



où u £ U{1) et Vi, V2 £ SU (2). Utilisant ce degré de liberté, A peut être diagonalisée et réécrite 
comme : 



A 



-2iipi 



V 



C'est-à-dire, nous pouvons supposer que des générateurs {z^} s'écrivent 

zo = xo; Zj = e"^'Xj, 

où les éléments Xu sont maintenant hermitiens. Pour ces nouveaux générateurs, les relations de 
commutation (|1.1.8() deviennent 



[Xo,Xi\ 
[X2,X3] 



. sin((/?2 - ¥^3) r 1 



cos ipi 
sin tpi 

'cos ((^2 - V>3, 



plus celles obtenues par permutation circulaire de {xi,X2,X3}. Il est aussi à noter qu'une rotation 
de SO{3) permute les ipi et que l'on peut remplacer ipi par 99; — vr en échangeant xi par —xi, 
sans changer les relations de l'algèbre ; tous les cas de figure sont donc couverts par 

{(giV'l^gi./^î^gicps) ç x3|^ > ipi > ip2 > (P3 > 0}. (1.1.10) 

Il est aussi possible de vérifier, que la composante maximale du caractère de Chern satisfait 

ch3/2(C/)=- ^ Eap-ySCOsiipa - (Pf3 + (p-y - ^Ps)Xa'^ Xpi^ X^ 1^ XS 
0<a,/3,7,(5<3 

+ i ^ sm{2{{pf^ — ipy))Xf^(d 



Le caractère de Chern est par construction un cycle de Hochschild sur l'algèbre A, dont la 
composante de degré maximale est l'équivalent non commutatif de la forme volume. Pour des 
valeurs génériques des paramètres, cli3/2(f^) est non trivial et correspond à la forme volume 
associée à la métrique ronde de §^ dans le cas commutatif limite oii ^pi = ^2 = ^3 = 0. 

Dans la suite, nous n'allons nous intéresser qu'à une sous famille particulière à un paramètre 
des sphères de Connes-Dubois- Violette, donnée par ipi = = 0/2, iç^ = 0. Ces solutions 
correspondent aux 3-sphères de Connes-Landi [24]. Les relations de commutation deviennent 
pour ces valeurs : 

[xo,xi]_ = iia-D.{e /2)[x2,x:i]+; [xq,X2]- = tan(é'/2)[xi, ^3]+, (1.1.11) 
[xi,X3]_ = itan(6'/2)[xo,X2]+; [x2,X3]_ = -itan(6'/2)[xo, (1.1.12) 

et 

[xcxs]- = [xi,X2]- = 0. (1.1.13) 
En définissant les éléments complexes 

Ci:=xo + ix3; C,2 xi + 1x2, 

ces relations deviennent : 

CiC2 = e-'\2Ci, 

/-* /-* /"* /"* 

^1 '52 ~ ^ S2 SI •> 

CK2 = é\2Cl, 

C1C2 =e*'C2Ci, 

Cl Cl* = Cl* Cl, 

C2 C2 = C2 C2- 

Ces dernières égalités rappellent les relations canoniques du tore non commutatif : c'est ce point 
de vue qui va être dorénavant exploité. 
En posant finalement, 

Cl = ti cosç!), C2 = sine/), (1.1.14) 

où n et u sont des unitaires et (j) un élément central, on obtient exactement les relations du tore 
non commutatif pour u et v, c'est-à-dire : 

uv = e-'%u. (1.1.15) 

Cette construction donne en réalité le premier exemple de déformation isospectrale périodique, 
déformations que nous définirons dans le paragraphe suivant. En effet, et au vu de cette dernière 
paramétrisation, on peut déformer la structure commutative de l'algèbre des fonctions sur la 
trois-sphère ordinaire, en utilisant l'action isométrique de sur donnée dans le système de 
coordonnées sous-jacent à la paramétrisation (|1. 1.14(1 par 



T'^ 3 z : {u,v,(p) ^ {zi.u, Z2.v,(f)). 



Il suffit ensuite d'introduire le 2-cocycle du groupe additif 1? 

a{r, s) := exp{-|6'(riS2 - T2S1)}, 

pour obtenir une algèbre non commutative, en spécifiant le nouveau produit sur les 'modes de 
Fourier' Ur := u'^'^v^'^, par 

Ur Us = cr(r, s) Us Ur- 

Autrement dit, l'algèbre du tore non commutatif a été plongée dans l'algèbre commutative 
des fonctions lisses sur la trois-sphcrc, de manière compatible avec sa structure Riemannienne 
standard (héritée de celle de M^) : La compatibilité s'exprime par le fait que cette action de 
groupe est isométrique pour la métrique ronde. Nous verrons dès le paragraphe suivant que 
cette construction se généralise facilement pour une grande classe de variété Riemannienne. 

1.1.2 La construction de Connes-Landi 

Nous revoyons dans ce paragraphe la construction des déformations isospectrales périodiques 

introduite dans [24]. 

Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte, sans bord, géodésiquement complète, con- 
nexe, orientée, de dimension n et munie d'une structure spin. Soit ensuite, à une action lisse 
et effective du groupe compact et Abélien T', 2 < l < n, par isométrie 

à:T^ — > lsom{M,g) C Diff(M), 

où l est inférieur ou égal au rang du groupe d'isométrie de {M, g). 

Il est à noter que la classe des variétés dont le rang du groupe d'isométrie est supérieur ou 
égal à deux est loin d'être vide, puisque les isomctrics préservant l'orientation (ce que nous 
supposeront toujours) forment un sous-groupe de SO{n), d'après le théorème de Myers-Steenrod. 
En anticipant sur le chapitre 3, notons aussi A := C°°{M), l'algcbrc commutative des fonctions 
indéfiniment diffcrcntiablcs sur M, Ti. := U^{M,S) l'espace de Hilbcrt des sections de carré 
sommable du fibre spinoricl et Ip l'opérateur de Dirac associe à la métrique g. 

Pour fixer les notations, notons que l'opérateur de Dirac s'écrit localement Ip = —i{d^ + io^)®^^, 
on io^ désigne la connection de spin, i.e. la connection de Levi-Civita relevée au fibré des spineurs. 
Lorsque l'espace sera plat, c'est-à-dire lorsque M = M" ou M = T', on notera ^ l'opérateur de 
Dirac plat, i.e. ^ = —id/j, (g) 7^^. 

L'action à de T' sur M induit sur A une action de par automorphisme, que nous continuerons 
à désigner par â : 

{àzf)ip) := fià-,{p)), zeT\feA,peM. 

Sur le fibré des spineurs, l'action â se relève mais seulement modulo ±1. On peut construire (voir 
[50] pour une construction particulière) un recouvrement double p : T' — > T', oii est isomorphe 
à T', de telle sorte que l'on puisse trouver un groupe d'opérateurs unitaires {Vj : z G T'} C U{7i) 
couvrant le groupe d'isométries {àz : 2; G T'}. En terme de sections lisses, ce recouvrement 
satisfait à 



quel que soit ip £ Ti, f £ C^{M) et avec p{z) = z. En général ce relèvement au fibre des 
spineurs n'est pas trivial, i.e. si p{z) = p{z') alors Vz = iVg', mais le signe ne peut être choisi 
globalement. De plus, en notant (•, •) la structure Hermitienne du fibré des spineurs, on a 

pour tp, tp' G 7i. L'action de T' étant supposée isométrique, le pull-back de l'action laisse invari- 
ante la métrique : 

àlg = g- 

De même, il est facile de montrer que l'opérateur de Dirac, le Laplacien (scalaire et son relèvement 
au fibré des spineurs) ainsi que les champs de vecteurs Xj, j = 1, - ■ ■ ,1, associés à l'action 
infinitésimale de T^, commutent avec les unitaires Vz- Pour les mêmes raisons, la forme volume 
Riemannienne fj,g est aussi laissée invariante par (le pull-back de) l'action. 

Remarque 1.1.1. Dans le cas des déformations périodiques, il n'est en fait pas nécessaire 
de supposer l'action isométrique. En effet, à partir d'une action lisse de T' et d'une structure 
Riemannienne quelconque g, on peut fabriquer une métrique ginv invariante sous l'action de 
en moyennant cette dernière par l'action du tore 

ginv ■■= / ézà*z{g), 

avec d^z la mesure de Haar normalisée du l-tore. Cependant, pour les déformations isospectrales 
non périodiques (pour lesquelles l'action de T' est remplacée par une action de M} , voir sec- 
tion M.^) ce processus de moyenne n'est pas forcément bien défini, et il est commode, dans notre 
contexte, de conserver l'hypothèse d'isométrie pour l'action. 

La construction de Connes-Landi [24] des déformations isospectrales périodiques est tout à 
fait analogue à celle des sphères de Connes-Landi utilisant le point de vue 'système de coor- 
données versus série de Fourier'. 

Nous allons exploiter ici le fait que tout f G A = C°°{M) possède une décomposition en sous- 
espaces spectraux (ou décomposition de Peter-Weyl) / = X^j-g^' indicée par les éléments de 
Z le groupe dual de T', et pour laquelle chaque fr satisfait à la relation 

àzifr) = e-^(^i^i+-+'-'^')/,. 

Pour éviter les problèmes liés au relèvement de l'action sur le fibré spinoriel, dans ce qui suit, nous 
allons pour simplifier travailler uniquement au niveau scalaire, c'est-à-dire au niveau de l'espace 
de Hilbert réduit Hr ■= L'^{M,^g) des fonctions de carré sommable par rapport à l'espace 
mesuré (M, /ig) où Hg est la forme volume Riemannienne. Notons encore Vz la représentation 
de T' induite sur TCr par des opérateurs unitaires, définie par Vz{')p){p) := tp{à-z{p)), pour tout 

l/j G Hr. 

Chaque opérateur A borné sur TCr et lisse en norme relativement à l'action du tore, i.e. qui soit 
tel que l'application T' 9 z i— > VzAV-z soit lisse pour la topologie normique de jC.(7i), possède 
une unique décomposition en éléments homogènes 



A — Ar, 



convergente en norme. Cette décomposition définit ainsi une Z-graduation ; chaque est de 
Z-degré r = (ri, • • • ,r;). Exphcitement, chaque composante Aj. satisfait à la relation 

V^: -Af^ 'S/'— 2; — €■ A.f> . 

Pour tout / G C°°(M), on obtient alors une décomposition en 'série de Fourier' 

/=i;/r, (1.1.16) 

avec àz{fr) = e'^"'^ fr- Cette assertion provient du fait que Mj, l'opérateur de multiplication 
point à point par /, est lisse relativement à l'action car il appartient à l'intersection des domaines 
des puissances des dérivations := [Xj,.], où les Xj, j = l,--- ,1, sont les générateurs 

infinitésimaux de l'action à. On obtient alors le résultat en itérant la relation 

||[X,-,M/]|| = ||Mx.(^)|| = ||X,-/||oo, 

qui est finie car / G C°^(M) et donc Xj{f) G C°°(M) aussi. 

On définit alors Mq, la déformation isospectrale de M de paramètre 9, par dualité comme 
étant l'algèbre C°°{Mq) des fonctions lisses sur M munie du produit que l'on définit sur les 
éléments homogènes par 

fr*e9s ■= e"2®('''^) fj. =: aeir, s) fr Qs, 

avec 0(r, s) := j=i r^Q^^ sK Ici, O* = —0 est la matrice {Ixl a entrées réelles) de déformation. 
Utilisant la décomposition en sous-espaces spectraux, ce produit s'étend par linéarité à tous les 
éléments de C°°{M). L'associativité du produit ainsi défini, est alors garantie par le fait que de 
est un 2-cocycle sur le groupe additif : 

aeir,s)aQ{r + s,t) = ae{s,t)ae{r, s + t). 

Il est alors justifie de considérer les déformations isospectrales périodiques comme généralisa- 
tions en espace courbe des paradigmes que sont les /-tores non commutatifs. Notons au passage 
que ces derniers peuvent être alternativement construits en utilisant cette procédure. Notons 
aussi que les plans de Moyal jouiront du même statut vis-à-vis des déformations isospectrales 
non périodiques. 

Concernant la topologie, avec la présente définition, il est seulement possible de compléter, 
par rapport à la norme opératorielle, C°^{Mq) en une C*-algèbre. C'est-à-dire, avec un abus 
évident de notation 

C*(Mg) := L©(C°°(M))"'", (1.1.17) 

oii L^if) = est l'opérateur de multiplication twistée à gauche par / sur Hr, i.e. Lfip := f-k^ip 
pour tout G T^r- Il est ensuite immédiat de réaliser que l'opérateur L® ainsi défini, est borné 
sur Hr pour tout / G C°°(M). En effet, 



ainsi 

\\Lj\\ < J2 ll^/.^„ieJI ^ E W^frW ^ E 11/^11- < 

car / € C°°{M) et car sa décomposition de Peter- Weyl est convergente en norme ||.||oo* 

En revanche, nous allons voir que la construction de Connes-Dubois- Violette des déforma- 
tions isospectrales périodiques, permet de munir canoniquement C°°{Mq) d'une topologie plus 
fine, rendant C°°{Mq) localement convexe. 

Nous aurions aussi bien pu utiliser les opérateurs de multiplication twistée à droite, définis 
par R'j'ip := ip-kgf et satisfaisant aux mêmes propriétés que ceux de multiplication à gauche, pour 
définir la C*-complétion (I1.1.17I) . étant donné que L®(C°°(M)) et iî®(C~(M)) sont isomorphes. 
De plus, par associativité du produit déformé, on obtient directement que les représentations 
régulières droite et gauche commutent : 

=0, V/,5GC°°(M). 

A la différence des cas non dégénérés (plans de Moyal et tores non commutatifs irrationnels, 
avec matrice de déformation symplectique) , les algèbres de von Neumann associées ne sont pas à 
priori des facteurs. En effet, même pour des valeurs irrationnelles des paramètres de déformation, 
leurs centres contient l'algèbre des fonctions invariantes sous l'action du tore, c'est-à-dire les 
fonctions constantes sur les orbites de l'action. Cette algèbre se réduit au corps des scalaires 
seulement lorsque M = T' muni d'une action libre. 

Cette construction permet aussi de définir, pour n'importe quel opérateur A lisse en norme 
relativement à l'action du tore, ses twists gauche L® et droit i2® par 



ier-' 



i ^ 



Ici, réfère à la décomposition de A en éléments homogènes. Cette décomposition étant con- 
vergente en norme et Vz étant un unitaire, il est clair que les opérateurs ainsi définis sont bornés. 
De plus on a 



r,s - 

r,s 

OÙ la commutation des {Vz} et les relations [Ar, Vz] = (1 — e~"'^)ArVz ont été utilisées. Ainsi, si 
les composantes homogènes de ^4 et de commutent entre elles, le twist gauche de A commutera 
avec le twist droit de B. 

Pour terminer, notons dès à présent qu'il n'y a pas d'obstruction à étendre cette construction 
au cas oii M ne serait que localement compacte. Cependant, les difficultés techniques étant plus 
importantes, nous ne traiterons ce cas de figure que lors du paragraphe 11.21 



1.1.3 La construction de Connes— Dubois- Violette 



Nous revoyons maintenant la construction de Connes-Dubois- Violette des déformations 
isospectrales périodiques [25]. A la différence de celle de Connes-Landi, qui comme nous le 
verrons au paragraphe 11.21 s'inscrit dans une théorie des déformations plus générale due à Ri- 
effel [92], l'approche de Connes-Dubois- Violette adopte un point de vue totalement différent. 
Cette approche a non seulement la vertu de permettre de munir canoniquement les algèbres d'une 
topologie plus fine que celle donnée par la norme opératorielle (nécessaire pour la construction 
de triplets spectraux), mais aussi d'être entièrement compatible avec les techniques standards 
de calcul cohomologique. Elle donne un accès quasi direct à la cohomologie de Hochschild de ces 
déformations, qui se trouve être identique à celle des algèbres non déformées [25]. Finalement, 
cette nouvelle caractérisation va donner une image heuristique (mais correcte) de la situation, 
à savoir que l'on transfère la structure du tore non commutatif dans C°°{M) d'une manière 
compatible avec la structure Riemannienne de la variété. 

Soit (M, g, à), satisfaisant aux mêmes hypothèses que celles du paragraphe précédent. On 
construit la variété non commutative Mq par dualité, en définissant C°°{Mq) en terme d'algèbre 
de points fixes sous l'action d'un groupe. 

Pour fixer les notations, désignons par C°°(T^), l'algèbre du /-tore non commutatif de matrice 
de déformation 6 G M; (M), G* = -9, 



(7-(T^) := {crU^- :{cr}eS{Z')}, 



avec [/'' := ■ ■ ■Uj'- , où les unitaires {uî}î=i,... satisfont aux relations 



qui équivaut à 



Rappelons que muni de la famille de semi-normes canoniques 

15fc(a) := sup (1 + |r|2)'=o^ , avec C°°(T^) 9 a = J]] a,. ^7^ 

C~(T^) devient un espace de Fréchet. Enfin, notons r l'action usuelle du /-tore ordinaire sur le 
/-tore non commutatif, donnée sur les générateurs par 

On définit alors _ ^ 

C^iMe) := (c^{M)èC^{T^e)Y^^ > (1.1.18) 



où (g) est la complétion du produit tensoriel algébrique par rapport à la topologie inductive ou 
projective, qui coïncident ici puisque C°°(Tq) est un espace de Fréchet nucléaire et C°°(M) 
munie de sa topologie ordinaire est localement convexe. 

Il n'est pas non plus nécessaire ici de se restreindre au cas oii M est compacte. Ainsi, il suffit 
de remplacer C°°(M) par C^{M) dans le cas où M ne serait que localement compacte. Une 
fois encore, les détails du cas non compact ne seront donnés que lors de la description du cas 
non périodique. 



1.2 Déformations isospectrales non périodiques 



Nous allons voir une troisième construction, permettant de généraliser les déformations 
isospectrales dans le cas d'une action de M} par isométrie. Ces espaces courbes non commu- 
tatifs auront alors pour paradigme le plan de Moyal. Cette approche type 'star-produit' est 
basée sur la théorie de Rieffel des déformations [92], faisant appel à une formule intégrale pour 
le produit déformé. Elle permettra un traitement unifié avec le cas périodique et fournira un 
cadre adapté à l'analyse Hilbertienne. 

1.2.1 Le produit déformé, définition et premières propriétés 

Dans la suite, nous allons faire les hypothèses (sensiblement différentes de celles du para- 
graphe ^X2j) suivantes : 

Soit (M, g) une variété Riemannienne sans bord, géodésiquement complète, connexe, orien- 
tée, de dimension n et munie d'une structure spin. Soit ensuite a une action lisse du groupe 
Ahélien M} , 2 < l < n, par isométrie 

a : m' — > lsom{M,g) C Diff(M), 

où l est inférieur ou égal au rang du groupe d'isométrie de {M, g). 

Pour simplifier les notations, nous utiliserons de manière équivalente az{p) et z.p pour 
désigner l'action d'un élément du groupe sur un point de la variété et nous noterons encore a 
l'action induite par automorphisme sur C^{M) : {oizf){p) = f{a-z{p))- Soient aussi {Xj}j=i^... 
les champs de vecteurs associés à l'action infinitésimale : 

, / E C°°(M). 

2 = 

Pour des raisons qui deviendront plus claires dans la suite, nous devons supposer dans le cas 
d'une action effective (ker(a) = {0}), qu'en plus d'être isométrique, l'action soit propre. Nous 
nous restreindrons donc à des actions pour lesquelles l'application 

X M 9 {z,p) ip,az{p)) £ M X M, 

est propre. Rappelons qu'une application entre deux espaces topologiques /:£'—> F est propre 
si et seulement si la pré-image de tout sous-ensemble compact K de F est un compact de iï^. Il 
convient cependant de noter que cette hypothèse est tout-à-fait naturelle car étant automatique- 
ment satisfaite lorsque {oz '■ z G M'} est fermé dans lsom{M,g) pour la topologie des ouverts 
compacts [78, lemme 5.5]. 

Définition 1.2.1. Soit G M;(R) une matrice réelle et antisymétrique. Pour f,h£ C^{M), 
l'espace des fonctions indéfiniment différentiahles à support compact, le produit ordinaire de f 
avec g peut être déformé par l'action de groupe a, de la manière suivante [92] : 

Ae/i := (27r)-' / / éyd'ze-'<y^'>ai^{f)a^z{h). (1.2.1) 

Ici, < y,z >= est vu comme le couplage entre M' et son groupe dual. Nous 

utiliserons sans distinction < y, z > et y.z pour désigner ce couplage. 



Définition 1.2.2. Lorsque M = M et lorsque l'espace Euclidien agit sur lui-même par trans- 
lation, pour une matrice de déformation non dégénérée (ce qui implique que la dimension soit 
paire l = 2N ), le produit twisté (|1.2.1j) coïncide avec le produit de Moyal [80] : 

/★,/i(x) := (27r)-2^ / I d^^yd^^ze-'<y^'> f{x-\Qy)h{x + z). 

Ce produit a été introduit dans la première moitié du siècle précédent pour formuler la 
mécanique quantique sur l'espace de phase : munie d'un tel produit, l'algèbre des fonctions sur 
l'espace de phase M?^ (l'espace cotangent de avec sa structure symplectique canonique) 
est isomorphe à l'algèbre des opérateurs sur L^(R^). La forme asymptotique de ce produit (cf. 
paragraphe 12 .21) a donné naissance à une théorie géométrique de quantification, pour les variétés 
de Poisson, appelée quantification par déformation [1]. 

Remarque 1.2.3. Notons dès à présent que l'on peut toujours supposer B inversible. En effet, 
lorsque ne l'est pas, le produit -k^ se réduit au produit déformé associé à l'action restreinte 
a := alyx, où V est le noyau de Q vu comme endomorphisme sur M} [92, proposition 2.7]. 

En dépit des apparences, cette formule est 'symétrique' ; même avec une matrice de déforma- 
tion dégénérée, le produit twisté peut se réécrire comme 

f^^h := {27r)-' [ [ éyd'zé<y'^>a.,{f)a.{h). 

Cette 'symétrie' montre en particulier que la conjugaison complexe est une involution (cf. 
équation ((TT^ ). 

Il y a fondamentalement deux situations distinctes à considérer. Lorsque l'action a est ef- 
fective, nous parlerons de déformations non périodiques. Les déformations périodiques seront 
quant à elles, caractérisées par ker(a) ~ Z'. Dans ce dernier cas, l'action a se factorise au 
travers de l'action d'un tore à : M'/Z' — > Isom(M, g'), qui est automatiquement propre. Bien 
que pouvant être traité dans ce cadre, nous ne ferons pas mention explicite du cas mixte 
^ lsom{M,g). D'évidentes modifications de nos arguments permettent de 
généraliser nos résultats dans cette situation. 

Alors que dans le cas d'une variété non compacte les deux situations (périodique ou non) 
existent, lorsque la variété M est compacte, l'action a doit être périodique pour donner lieu à 
une action propre. 

Finalement, dans le cas non périodique uniquement, que l'action soit propre implique qu'elle 
est aussi libre. Rappelons d'abord que l'action d'un groupe G sur un espace X est dite libre si 
tous les groupes d'isotropie ou stabilisateurs, Hx := {g G G : g.x = x, x £ X}, sont réduits 
à l'identité du groupe. Aussi, une action est propre si et seulement si (voir [78] par exemple) 
{g £ G : g.U n ^ / 0} est compact pour tout compact U,V C X. 

En prenant alors U = V = {po} pour n'importe quel point po £ M, son groupe d'isotropie 
Hpo = {z £ m} : z.po = pq} = {z £ m.'- : z.{po} n {po} ^ 0} doit être compact. Le seul sous- 
groupe compact de M' étant {0}, l'action est alors automatiquement libre. Cela implique en 
particulier que l'application quotient 

vr : M — > M/m', 

définit une projection de M'-fibré principal, qui sont en définitive les variétés que nous considérons 
dans le cas non périodique. 



Dans le cas périodique, l'action n'est évidemment pas automatiquement libre. L'ensemble 
Msing des points de M ayant un stabilisateur non trivial donne lieu à des difficultés. Nous 
verrons dans le chapitre |3 que cet ensemble est en particulier responsable d'un nouveau type de 
mélange des divergences ultraviolettes et infrarouges, pour les théories quantiques des champs 
sur déformations isospectrales. 

Pour étudier les propriétés générales du produit déformé dans le cas non périodique, il est 
suffisant d'établir le résultat suivant. 

Lemme 1.2.4. Soient a une action propre de M' par isométrie et := —Yl^j=i-^j'^> ^'^ 
les Xj sont les champs de vecteurs associés à l'action infinitésimale. Pour tout k € et tout 
f G C^{M), on a 

sup / éy\ay{A^^f){p)\ < oo. 
peM JRI- 

Preuve. Puisque / G C^(M), A^f est aussi lisse et à support compact. Il est donc suffisant 
de traiter le cas k = 0. L'action étant propre, l'application p i— > f{p) := f^i d^y\ay{f){p)\ est 
bien définie puisque { y G M' : ay{p) G supp/} est compact pour chaque p Çi M [78, p. 41] 
car / est à support compact. Ainsi, la fonction f{p) est finie et est constante sur chaque orbite 
de l'action. Soit -k: M ^ M /M} la projection sur l'espace des orbites. Alors / se factorise à 
travers vr pour donner une application / définie par f{Tr{p)) := f{p). On obtient alors le résultat 
car / G C^(M/M',C). En effet, si p ^ a^i{suppf), de telle manière que tt{p) n'appartienne pas 
à l'ensemble compact 7r(supp/), alors f{-K{p)) =0. □ 

La non-localité de ce produit, ayant pour conséquence première la non-préservation des 
supports (le produit de deux fonctions à supports disjoints n'est pas nul a priori), implique que 
(C^(M),*q) ne possède pas une structure d'algèbre. En revanche, il est aisé de montrer dans 
le cas non périodique, que *q est un produit bilinéaire sur C^{M) à valeur dans L°°{M, p,g). 
Lemme 1.2.5. Dans le cas d'une action lisse, propre et isométrique de M} , ★q est un produit 
bilinéaire sur C^{M) à valeur dans L°°{M, fig). 

Preuve. En effet, avec 6 := det(0)^/' (rappelons que l'on peut toujours supposer B inversible) 
on a 

sup|/*Xp)| <(7r6l)"'sup / d^y\ay{f){p)\ sup / d^ z\az{h){p)\, 

p£M p^M J peM J 

qui est fini d'après le lemme [1.2.41 □ 

Simplement à partir de sa définition, on peut montrer que ★q est associatif dans tous les 
cas de figures (action périodique ou action effective) et qu'il satisfait à toutes les propriétés du 
produit de Moyal ordinaire. 

Lemme 1.2.6. Le produit -k^ est formellement associatif. De plus, la conjugaison complexe est 
une involution : 

(Ag/i)* = h*k^f*. (1.2.2) 
L'action a est toujours un automorphisme pour le produit déformé : 

azif^eh) = Oiz{f)-kQa^{h). (1.2.3) 
La règle de Leibniz est satisfaite pour les générateurs infinitésimaux de l'action : 

Xjifk^h) = Xj{f)*^h + fk^Xjih), j = l,--- ,1 (1.2.4) 



Preuve. Pour l'associativité du produit twisté, nous avons d'une part : 

{{f*e9Kh) = (27r)-2'| d'y d'^ d'y' d'z' e-«^'^>+<^''^'»«ig^^_^^,^(/) ai^^_^,(5) 

En effectuant les changements de variables y' ^ y' — y, z' z' + |0y on obtient après une 
intégration d'ondes planes : 

D'autre part nous avons : 

(Ae(5*e^)) = (2vr)-''y" d'y d'z d'y' d'z' e-^«^'^>+<^''^'»aiQ^(/) a_^^l^^,(^?) (^i), 
qui, après avoir effectué les translations z' ^ z' — z, y' ^ y' + 2Q~^z, devient 
(27r)-' j d'y d'ze-<^'^>aig^^^(/) a,_^^{g) a.,{h). 

En effectuant finalement y ^ y — 2Q^^z, z ^ z + \Qy, on obtient le résultat. 

Que la conjugaison complexe soit une involution, est une conséquence directe du fait qu'elle 
commute avec l'action a et de la définition produit déforme. Pour obtenir la troisième assertion, 
il suffit d'utiliser le fait que {oiz} forme un groupe Abélien. Etant la version infinitésimale de la 
précédente, la dernière affirmation en est une conséquence. □ 

Plus généralement, un opérateur différentiel d'ordre un satisfait à la règle de Leibniz pour le 
produit déformé si et seulement si il commute avec l'action a. Ce sera en particulier le cas pour 
l'opérateur de Dirac. 

Comme dans le cas plat, l'intégrale avec la forme volume Riemannienne /x^ est une trace 
pour le produit twisté : 

Lemme 1.2.7. Pour f,h£ C^(M), on a 

Jm Jm Jm 

Preuve. Il suffit de remarquer que 

/ f*^h{p)iig(p) = {2n)-' j iigip) I éyéze-'<y'^>f{{-'^ey)-p)h{z-p) 

= (27r)-' / / éyd'ze-'<y''>fii-l@y ' ^) ' P) Kp) 
Jm 

= (27r)-' / / d'y d'z e-<^'->/((-^) • p) h{p) 

Jm 7r2' 

= / f^gip) f{p)h(,P), 
Jm 

en utilisant l'isométrie p i— > {—z) • p et la translation z ^-^ z — ^Oy. □ 



Nous reviendrons au cours de ce manuscrit sur les différentes algèbres que l'on peut construire 
avec le produit déformé dans sa forme générique, mais surtout avec le produit de Moyal sur 
l'espace Euclidien M'. Cependant, nous allons d'ores et déjà mentionner l'existence de l'algèbre 
(;S(M, a),*^), car la preuve de la stabilité des éléments de B{M,a) sous -k^, utilise de manière 
fondamentale ce qui doit être considéré comme la définition correcte des intégrales intervenant 
dans la définition du produit déformé, à savoir des intégrales oscillantes. 

Définition 1.2.8. Soit B{M,a) l'espace de Fréchet des fonctions essentiellement bornées sur 
M et ayant toutes leurs dérivées, par rapport aux générateurs {Xj}j=i^...^i de l'action, bornées 

B{M,a) := {/ G C°^(M) n L°°(M, ^3) : X^/ G L°^{M,fig), V/3 G N'} , 

ou 'espace B{M, a) est muni de la topologie donnée par la famille de 

semi-normes 

qu{f) := sup sup \{X^ f){p)\. 
\l3\<kp<^M 



Lemme 1.2.9. ^;S(M, a),*^^ est une 
duit jointement continu. 



re de Fréchet associative et involutive avec un pro- 



Preuve. En définissant le produit déformé en terme d'intégrales oscillantes [64, 92] on a avec 
A; G N arbitraire 



(X^/)., (X^h) = (2.)- / d^yd^z"-^^^^^^^ (1 + \y\r (1 + NP) 



k ^-i<y,^> 



(2vr) 



jd'yd'^ (r+i,n^ a+IzP)^ [-^^(^^'^-)^"^'''"] 

où Pk est un polynôme de degré 2k dans ses deux variables. En utilisant ensuite 

|9f(l + |yP)-'=|<C^,fc(l + |yn-^ 
on obtient d'après la règle de Leibniz 



{x^f)^,{x^h)\< y: c',,,jé 



yd^z 



|5|,|<5'|<2fc 



x(l + |y|^)-'^(l + |z|^) 
2 



< 



|5|,|5'|<2fc 



qui est finie pour k > 1/2. Ces estimations montrent que le produit est séparément continu, donc 
jointement continu car B{M, a) est un espace de Fréchet. □ 

Remarque 1.2.10. Dans le cas périodique (ker{a) = Z'j, compact ou non, nous avons vu au 
varaaravhe M.l.'À aue chaque fonction bornée et indéfiniment différentiable possède une décompo- 



sition en éléments homogènes M. 1.1b]) . On obtient alors pour f,h£ C°^{M) H L^{M, Hg) 



La construction par produit twisté des déformations isospectrales périodiques, coïncide donc avec 
celle de Connes-Landi. Ce petit calcul montre aussi que dans le cas périodique non compact, 
C^{M) est stable par multiplication twistée. En effet, bien que non local sur les orbites de l'ac- 
tion, le produit twisté périodique de deux fonctions à support compact est encore une fonction à 
support compact, puisque les orbites sont compactes ( elles sont isomorphes à J et les directions 
transverses n'interviennent pas dans la procédure de déformation. En d'autres termes, puisque 
supp(/r) C T'.supp(/), on a 

supp(A» C U supp(/^) n supp(/i,) C T'. supp(/) n T'. supp(/i). 



1.2.2 Analyse Hilbertienne du produit déformé 

1.2.2.1 Propriétés du noyau du produit twisté 

Dans cette partie, nous allons commencer par montrer que l'opérateur Lf (resp. Rf) de 
multiplication twistée à gauche (resp. à droite) pour / G C^{M) est un opérateur à noyau 
par rapport à l'espace mesuré (M, fj,g) et qu'il est borné. Lorsque nous voudrons insister sur sa 
dépendance en 0, nous écrirons L® (resp. iî®) à la place de Lj (resp. Rj). Nous adopterons 
aussi la notation Mf pour désigner l'opérateur de multiplication ordinaire par /, correspondant 
au cas limite G = 0. 

Soit, comme au paragraphe 11.1.21 7i = L'^{M,S) l'espace de Hilbert des sections de carré 
sommable du fibré des spineurs et soit TLr = L'^{M,fig) l'espace de Hilbert réduit. Sous l'hy- 
pothèse de complétude géodésique de la variété, l'opérateur de Dirac Ip, restreint au domaine 
dense r^(M, S) des sections lisses et à support compact, est essentiellement auto-adjoint [118]. 
Nous utiliserons alors la même notation pour désigner l'opérateur densement défini et son unique 
fermeture. Il en va de même pour le Laplacien scalaire A (ainsi que son relèvement au fibré des 
spineurs) de domaine C^{M) C TLr- Dans nos conventions, A = (d + (5)^ est positif et restreint 
aux 0-formes, A = ôd = *^ d, où *^ est l'étoile de Hodge. 

Le groupe M' étant simplement connexe, à la différence de l'action d'un tore, l'action a de M' 
se relève directement au fibré des spineurs. Nous noterons simplement {Vz : z G M'} le groupe 
d'unitaires associé au groupe d'isométries {az : z & On a encore Vz{f.ip) = az{f).Vz{4') et 
{VzTp, VzTp') = «2 (V'j "0') ! pour tout & H, f C^{M) et avec (., .) la structure Hermitienne 
du fibré des spineurs. Notons aussi que ^, A, Xk commutent avec Vz, conséquence de l'isométrie 
de l'action. 



Définition 1.2.11. Pour tout p £ M, soit 6p G C^^M)' la distribution définie pour tout 
(p G C^{M) par 



{S'r>A)= / Slip') ct>{p')f,g{p') 
La distribution ôp, représentée dans un système de coordonnées locales par 

{detg{x))-^/^ô{x-x'), 

peut aussi être pensée comme un n-courant de de Rham [96] en la multipliant par la forme volume 
Riemannienne ; elle est surtout le noyau, au sens de l'espace mesuré {M,fj,g), de l'identité : 

ô3{p')=Kr{p,p'). 

Une conséquence de la propriété d'isométrie de l'action, que nous utiliserons largement, est 
l'identité 

ôip{p')=ôf,{-z-p'). 

Définition 1.2.12. Pour f G C^{M), les opérateurs de multiplication twistée à gauche Lf et 
à droite Rj surTi, sont définis par 

Lfi;{p):={2^y j f Sy d' z e'^y^a^ {f){p)V.Mp), (1-2.5) 

et 

-iL. J 



Rf^{p) := {2tt)-^ / éyéze-^^ya^,{f){p)Vi é{p). (1.2.6) 

Nous allons aussi tirer profit du fait que Lf et Rf peuvent être alternativement définis en 
terme d'intégrales à valeur opérateur : 

Lf = {2tt)-' [ éyéz e~'<y^'> Vi^ MfV.,, (1.2.7) 

Jm.21 



Rf = {2Tr)-^[ d^yéz e-'<y^'> V-^MfVi . {1.2.i 



Les formules (|1.2.7() et (|1.2.8() peuvent être facilement obtenues à partir de H1.2.5|) et H1.2.6|) en 
utilisant 

ainsi que la translation z z — qui laisse la phase inchangée car G est antisymétrique. 

Néanmoins, ces intégrales ne sont pas définies au sens de Bochner, mais sont plutôt des 
intégrales oscillantes à valeur dans JC{TC). En effet, il est facile de voir que la norme (opératorielle) 
de l'intégrant n'est pas une fonction sommable sur car ne dépendant de y, z qu'au travers 
d'opérateurs unitaires. 

Nous allons voir que ces dernières formules permettent de définir les twists gauche et droit 
pour une classe d'opérateurs bornés beaucoup plus importante. 

Avec cette présentation, il est aussi quasiment direct de vérifier que L et R sont deux représenta- 
tions qui commutent (en fait R est une anti-représentation) : 

[Lf,Rh]=0, yf,heC^{M). 



Les formules (|1.2.7|) et p.2.8|l fournissent alors un autre moyen de vérifier l'associativité du 
produit déformé, l'associativité étant équivalente à la commutation de L avec R. 

En utilisant la propriété de trace flemme ri.2.7j) . on peut aussi montrer que l'adjoint de 
(resp. Rf) est égal à Lf* (resp. Rf*)- Ce résultat peut être encore plus simplement établi en 
utilisant les formules (|1.2.7j) et (|1.2.8|) . Pour Lj on obtient 

{Lf)* = (27r)-' / éyéz e^<^'^> V,Mf* V i 

= (27r)-' f éyéz e-'<y^^> Vi^ Mj, V^y = Lf*, 

oîi les changements de variables z — > ^Qz, y IQ^^y et la relation < Q~^y, Qz >= — < y, z > 
ont été utilisés. 

Nous allons établir une estimation pour la norme des opérateurs Lj, Rj dans le cas d'une 
action propre de M'. Au chapitre El nous verrons que dans le cas non dégénéré (caractérisé 
par n = l, Q inversible), on peut obtenir de plus fines estimations sur en utilisant une 

caractérisation matricielle du produit déformé. 

Proposition 1.2.13. Lorsque f G C^{M), alors Lf et Rf, dans le cas d'une action propre et 
isométrique de M', sont des opérateurs à noyau par rapport à l'espace mesuré {M,fig) et sont 
bornés sur L'^{M, fig). De plus, on a l'expression suivante pour leur noyau distributionnel : 

Kl,{p,p') = (2vr)-' / éyd'ze-'<y^^>f{{-'^@y)-p)ôi^{p'). (1.2.9) 

Kn,iP,P) = (2vr)-' / d'yd'ze-'<y^^>fiz.p)ô' , (p'). (1.2.10) 

Preuve. Le cas Rf étant tout à fait similaire, nous ne traiterons que celui de Lf. Soit ÇiTi] 
par définition (|1.2.5|) . nous avons 

= (2^)-' / / éyéze-^<y'^>ai {f){p) f ^,g{p') ôi^{p')i^{p'). 

JM} JM} 2^y J M 

L'expression du noyau (|1.2.9() est alors obtenue par permutation des intégrales. 

Que Lf soit borné est une conséquence de sa définition en terme d'intégrales oscillantes [41,64,92] 

à valeur opérateur : 

Lfi;{p) = {2^)-' f f d'yd'ze-'<y^'>ai^ if)V-Mp) 

Jm.Uri 2^y 
-i f J 



[ d'z{l + \z\T f Sy{l + \z\''re-'<y^'>a^{f)V^,i,{p) 

jR' jRi 2^y 



= (2vr) 

= (2^)-^ / d^z (1 + \z\^)-' I d'y ((1 + A^Y e-'<y''>)a^ (/) V.^P) 

Jr' jRi 2^y 

= (2^)-'/ éz{l + \z\T [ d'ye-'<y''>{{l + A^Yai^{f))V.Mp), 

Jr^ Jr^ 2'^y 

où Aa := — Yl^j=i X'j. Nous avons utilisé ici le fait que les dérivées totales ne contribuent pas à 
l'expression précédente car / est à support compact. Alors, 

||L;V'||<(2^)-'||V||f / éz{l + \z\'')AsnY> f d'y|(l + A„)'-ai (/)(p)|. (1.2.11) 



Cette expression est finie d'après le lemme [1.2.4l et pour r > 1/2. □ 

Remarque 1.2.14. Dans le cas périodique (compact ou non), que Lj soit borné pour une 
fonction f G C^{M), est une conséquence de la décomposition de f en éléments homogènes. 
D'une part on a Lj^ = Mj^V et d'autre part : 

\\Lf\\ < Y, ll^^/.^_leJI ^ E WfrWoo < oc. 
On obtient dans ce cas pour le noyau de Schwartz de l'opérateur Lj : 

Evidemment, des expressions analogues pour les opérateurs de multiplication twistée à droite 
sont valables. 



1.2.2.2 Invariance de la norme de Hilbert Schmidt 

Dans ce paragraphe, nous allons établir un résultat central : la norme de Hilbert- Schmidt 
est un invariant des déformations isospectrales. 

Tout d'abord, nous avons besoin d'obtenir des propriétés d'invariance pour les noyaux des 
opérateurs du type h{I/)), avec h une fonction réelle, lisse et bornée. 

Lemme 1.2.15. Pour tous z G M', p,p' G M, h fonction réelle, lisse et bornée, le noyau Kf^i^jp-^ 
est invariant sous a : 

Kh{ip){z ■p,z -p ) = K^jp^{p,p), 
presque partout sur {M x M,fig x fig). 

Preuve. C'est une conséquence directe de la propriété d'isométrie de l'action. En effet, l'invarian- 
ce de la connection de Levi-Civita associée à g, implique l'invariance de la connection de spin 
sous le relèvement de l'action au fibré des spineurs. Ainsi VzlpV-z = If) pour tout z. Si h est une 
fonction réelle et bornée sur R, on obtient alors par calcul fonctionnel h{Ip)\ = pour z G 
De plus, pour ip € Ti, l'invariance de la forme volume Riemannienne sous le difféomorphisme 
p' ^ a^z{p') donne 

/ l^g{p)Kh{Ip){z-p,Z-p)llj{p)= j P-g{p') Kh{ip){z ■ p,p')7p{{-z) ■ p). 

Jm Jm 

Le terme de droite est égal à {h{lp)Vzip){z ■ p) = {V-zh{Ip)Vzip){p) = {h{Ip)i)){p). Alors, 
K^jp-^{az{-),az{-)) et K^jp-^{-,-) représentent le même opérateur sur TL. □ 

Le théorème suivant montre que la norme de Hilbert-Schmidt de Lf h{Ip) est indépendante 
des paramètres de déformation. 

Théorème 1.2.16. Soient f G C^{M) et h une fonction lisse, réelle et bornée sur R, telle 
que Mfh[Ip) soit un opérateur de Hilbert-Schmidt. Alors, lorsque l'action a est lisse, propre et 
isométrique les opérateurs L®h{Ip), RJ h{Ip) sont aussi de Hilbert-Schmidt, avec 

\\L'}hm\2 = \\R'^h{iP)\\2 = \\Mfh{ip)\\2. 



Preuve. Les arguments des cas Lf et Rf étant tout à fait semblables, nous ne traiterons que le 
cas de la multiplication twistée à gauche. Tout d'abord et d'après la or od osition 1 1 . 2 . lïïl on peut 
représenter le noyau de Lj h{Ip) en terme du noyau K^jp^ : 



M 



{27T)-' / f,,{q) / d'yd'ze~'<y''>f{{-'^@y)-p)ôi^{q)Kf,^ip){q,p') 



= (27r)-' / éyéze''<y'^>f{i-^ey)-p)K,,(^jp^iz.p,p'). 

Ainsi, 

JMxM 

= (27r)-2' / [ d'yi S ZI éy2 d'z^ é^y^'^-y^'^^ 

X -P) Î{{-\^V2) ■p)Kh(ip){zi ■ p,p)Kh[ip){z2 -p^p) 

= (2^)-'' / f^Mf^aiP) I éyiézid'y2éz2é^y^'^-y^'^^f{{-\Qyi - z^) ■ p) 
X f{{-\Qy2 - Z2) ■ p)Kh(jp){{zi - Z2) - p, {zi - Z2) ■p)Kh(jp){p, [zi - Z2) - p), 

011 l'invariance de sous les isométries p ^ (— -^2) - p et p' 1-^ {zi — Z2) - p' a été utilisée. Ensuite, 
d'après le lemme [ï.2.15| en effectuant la translation zi 1— > zi + Z2, la dernière expression devient 

(27r)-2' / ^ig{p)^ig{p') f d'yiéziéy2éz2é^y^^'^+'^^-y^'^^ 

X /((-è0yi - Z2) ■p)f{{-\Qy2 -^2) ■ p)Kh{ip){p,p') K^^p^ip, zi - p'), 

JmxM JIR4i 

X /((-^0yi) ■ p) f{{-\<dy2) ■ p)Kh(ip){p,p) Kh(ip){p, ZI - p), 
en faisant les changements yi^ yi — 2Ç)~^Z2 et y2 ^ 1/2 — 2Q^^Z2- On obtient alors, 

(2vr)-' / ^^9{p') I d'yd'zé<y^'> 

JMxM JR2i 

X /((-iey) • p) f{{-\Qy - z) ■ p)K^^{p,p') K„^jp){p, z • p') 

= i^TT)-' [ l^g{p)l^g{p) [ d' y d' Z e'<y f {p) f {{- z) ■ p)K;:(^){p , p' ) K h^jp){p , Z ■ p' ) 



MxM 



MxM 

^^g{p)l^9{p)\fipf\KHm(j^,p)\' = WMfhimil 



Dans la deuxième égalité, nous avons utilisé l'invariance de la forme volume ainsi que celle du 
noyau K^jp-^, sous les isométries p i-^ (^©y) ■ p et p' ^ (^©2/) ' p'- D 



Remarque 1.2.17. Nous avons démontré ce résultat dans le cas spinoriel, mais il est évidem- 
ment aussi valable dans le cas scalaire, i.e. lorsque Lfh{A) agit sur l'espace de Hilbert réduit 
Tir- On obtient alors : 

\\Lfh{i^)h = \\Rfhm\2 = \\Mfhm\2. 

Nous avons eu besoin de supposer ici que Mf h{Ip) appartienne à l'idéal des opérateurs de 
Hilbert-Schmidt. Nous verrons au paragraphe 12.3. il des conditions suffisantes sur la fonction /i, 
pour réaliser cette hyphothèse. 

Dans la suite, nous allons utiliser la présentation de Lj et Rj en termes d'intégrales à 
valeur opérateur H1.2.7() et (|1.2.8|) pour obtenir une deuxième démonstration du théorème 
précédent, avec une formulation légèrement différente : h[Ip) Lj h{Ip) est à trace si et seulement 
si l'opérateur 'non déformé' Mj h{I/)) l'est et leurs traces coïncident. Avant de donner cette 
deuxième preuve, il est intéressant de comprendre l'origine de ce résultat au travers du calcul 
heuristique suivant : 

TrihmLfhm) = (2vr)-'Tr( / d'yd'ze-^<y'^>hiP)V, MfV i hm) 
= (27r)-'/ éyéze-'<y''>TT[Vi h{II))Mfh{ip)V i ) 

jR2i 2®y 2®y ^ 

= (27r)-' / éyéze-'<y^^>TT{h{Ip)Mfh{II))V^,) 
= TT{h{Ip)Mfh{ip) j^^ éz5ç,{z)V-^ 

= Ti{h(Ip)Mfh{Ip)). (1.2.12) 

Remarque 1.2.18. Nous allons voir que ces manipulations (inversion de la trace et de l'intégra- 
le) peuvent être justifiées en introduisant un régularisateur fortement convergent. Cependant, 
avec la trace de Dixmier à la place de la trace ordinaire (avec des contraintes bien précises sur 
la fonction h), ces manipulations restent formelles. En effet, tous les régularisateurs naturels 
donnent lieu à des opérateurs à trace, et donc de trace de Dixmier nulle. 

Deuxième preuve du théorème M .2. lb\ Ici, nous remplaçons l'hypothèse Mf h{Ip) est Hilbert- 
Schmidt par h{Ip) Mf h{Ip) est à trace, pour / = g*-kQg et g e C^{M). 

Soit {lifclfcgN un système uniformément borné d'unités approchées pour C^(M), c'est-à-dire, 
une famille croissante de fonctions positives à support compact telles que Uk ] 1 point à point 
sur M. En particulier, ceci implique que s-limM^j, = 1. De plus, M^^ h{Ip) est Hilbert-Schmidt 
pour tout k car Uk est à support compact (cf. proposition 12.3.3]) . Considérons les opérateurs 
positifs régularisés 

0< Afc ■.= Mu,h{lp)Lfh{]p)Mu,. 
Etant donné que M^^. h{Ip) est Hilbert-Schmidt, est à trace et 

Aj, = {27r)-^ [ éyéze-'<y^'> Mu^h{Ip)Vi^ MjV h{Ip)M, 



éyd'zAk{y,z) 



est bien définie comme une intégrale d'opérateurs à trace. De plus, comme et Ak{y,z) sont 
à trace, on peut échanger la trace et l'intégrale, pour obtenir en utilisant [h{lp),Vz] = 



Tr(^fc) = (2vr)-' [ éy é z e-^<y^^> TT{h{ip) Mf h{ip)V i^^ .^n^^ieJ- 



De même, 



est une intégrale où l'intégrant est à trace, car h{Ip) Mj h{Ip) est à trace par hypothèse et 

I éyéze-'y-'V i M,,2Vi = K,2 (1.2.13) 
est borné d'après la proposition 11. 2. 131 Ainsi, Tr(^fc) = Tr(/i(^) Mf h{Ip) R^2), et donc 

\\A,\\^<\\R2\\\\hiIp)Mfhm\l■ (1-2.14) 



Etant donné que {M„2}jtgj^ est un système d'unités approchées uniformément borné, par la 
proposition 2.18 [92], {iî 2}^^^ est aussi un système d'unités approchées uniformément borné. 

k 

Alors ll-R^all < C, d'où ||^fc||i < C \\h{lp) M j h{p)\\i pour tout k. Nous avons ensuite besoin 
de montrer que s-lim^^ = A := h{lp) L f h{lp) , pour garantir la traçabilité de A car d'après 
la proposition 2 de [30], la limite d'une famille fortement continue d'opérateurs uniformément 
bornés en norme trace, est aussi à trace. Nous avons 

A-Ak = A- Mu.AMu, = (1 - Mu,)A + Mu,A{l - M„J. 

Puisque ||M„j.|| < 1, on obtient pour tout ip £ 7i 

\\{A-AM < ||(1-M„JA^|| + P||||(1-M„, 



Cela conclut la preuve, car s-limM^^, = 1. □ 
La propriété d'invariance de la norme de Hilbert-Schmidt peut être généralisée de la manière 
suivante. Pour un opérateur borné A, on peut définir formellement ses twists gauche et droit par 



L^:=(27r)-'/' d'y d'z e-^<^'^> Fi AV. 

R® := (2^)-' / d^y éz e-'<y^^> V., A Vi 
Jm 



^" ■ -0y' 

Nous allons montrer que ces expressions peuvent être bien définies, par exemple pour les 
opérateurs de Hilbert-Schmidt. 

Théorème 1.2.19. Soit A un opérateur de Hilbert-Schmidt, alors L® et iî® sont aussi Hilbert- 
Schmidt avec 

1 1 Ho = Il R^ Ho = 1 1 j4 1 1 o . 



Preuve. La preuve étant similaire à celle du théorème 11.2. 16( nous esquisserons uniquement le 
cas de La- D'après [100, théorème 2.11], le noyau de A est une fonction appartenant à 
L'^{M X M,^g X /ig). De plus, nous obtenons l'expression du noyau de La en terme de celui de 
A : 

KlAp,p') = (27r)-' / d'yéze-'y-'KA{^ey.p,z.p'). 

Un calcul tout à fait semblable à celui de la preuve du théorème 11.2.161 montre alors que 
l'application Ka i— > est une isométrie sur L'^{M x M,fig x fig), c'est-à-dire : 

II^a||2= / fig{p)f^gip')\KLAP,P)\' (1-2.15) 

= [ flg{p)flg{p')\KA{p,p')\' =\\A\\2. □ 

JMxM 



Chapitre 2 

Triplets spectraux sans unité 



2.1 Géométries spinorielles non commutât ives 

2.1.1 La notion d'espace Riemannien à spin non commutatif 

Une des notions centrales en géométrie non commutative est celle de triplât spectral ; de 
variété Riemannienne à spin non commutative. 

Pour définir et construire des espaces métriques à spin non commutatifs, Connes a reformulé 
en terme algébrique et opératoriel [14, 15] la notion de variété ordinaire. Cette reformulation va 
ensuite permettre une généralisation (quasi directe) au monde non commutatif. 
Dans ce chapitre, nous allons tout d'abord revoir le cadre axiomatique qui a été développé pour 
reconstruire à partir de données opératorielles les structures topologique, différentielle, métrique 
et spin. 

Une variété non commutative compacte à spin, consiste en un triplet (^,7^,2?) (ainsi que 
deux autres opérateurs externes x et J), sujet aux sept conditions proposées dans [14]. Ici, 
A est une *-algèbre à élément unité fidèlement représentée sur un espace de Hilbert 7i (nous 
noterons tt la représentation) et V est un opérateur non borné et essentiellement auto-adjoint, 
jouant le rôle d'un opérateur de Dirac abstrait. De plus, le triplet doit être tel que chacun 
des commutateurs [î?,7r(a)], avec a G A, s'étende en un opérateur borné. Il est évidemment 
entendu que n{a) Dom(î)) C Dom(î)). Le triplet ainsi défini est dit pair, s'il existe de plus une 
Z2-graduation x de l'espace de Hilbert, commutant avec les éléments de l'algèbre représentée 
et anticommutant avec l'operateur T>. Le dernier ingrédient est un opérateur antilinéaire J, 
l'involution de Tomita-Takesaki. 

Dans le cas commutatif, c'est-à-dire lorsque l'on veut reconstruire une variété Riemannienne 
à spin ordinaire {M, g, S), c'est l'algèbre C°°{M) qui va permettre de reconstruire l'espace 
topologique sous-jacent à la variété M. En effet, l'algèbre C(M) des fonctions continues, la 
(7*-complétion de C°°(M) par rapport à la norme ||.||oo) est en dualité via le théorème de 
Gelfand-Naimark avec l'espace de ses caractères (*-homomorphismes d'algèbres entre C°^{M) 
et C), qui se trouve être (en tant qu'espace localement compact) isomorphe à M. 
La structure Riemannienne va pouvoir quant à elle, être reconstruite via la formule des distances ; 
en prenant pour V l'opérateur de Dirac Ip associé à la métrique g, on obtient la distance 
géodésique via la formule 



dg{p,p')= sup {|/(p)-/(y)|:||[^,M^]||<l} 
/eC°°(M) 



(2.1.1) 



Ici Ip est vu comme opérant sur Lp'{M,S), l'espace de Hilbert des sections de carré sommable 
du fibré des spineurs, sur lequel C°°(M) est aussi représentée par opérateur de multiplication 
point à point. Rappelons que la distance géodésique .) est usuellement définie par 

dg{p,p') := inf {lg{j), 7(0) = p, 7(1) = p'} , (2.1.2) 

où 7 : [0, 1] ^ M est une courbe lisse par morceaux et ^^(7) est la longueur (Riemannienne) de 
cette courbe : ^ ^ 

^9(7) := l \mdt := ^ .Jg{j{t),W))dt. 

Il est important de remarquer qu'à la différence de la formule ()2.1.2() . la formule des distances 
de Connes (|2.1.1j) se généralise pour des espaces non commutatifs. On peut en effet définir une 
notion de distance, associée à la structure Riemannienne abstraite donnée par l'opérateur T>, 
sur l'espace des états purs (points extrémaux de l'espace convexe des fonctionnelles positives et 
normalisées) d'une C*-algèbre A par 

d{ij,4>)=snpma)-^{a)\ : \\[V,a]\\ < 1}, (2.1.3) 
pour tout ^p, cp, états purs de A. 

Finalement, lorsque la dimension n de M est paire n = 2m, la graduation x est l'équivalent 
n-dimensionnelle de la matrice 75 en dimension 4 

et J est la conjugaison de charge pour les spineurs. 

Les autres structures peuvent être aussi reconstruites, dans le cas compact et sans bord [14, 
15,55,88], à condition que le triplet (C°°{M),L?{M,S),Ip,J,x) satisfasse à des contraintes 
supplémentaires. Nous allons revoir ces conditions dans le cas général compact (à unité) et nous 
discuterons les points à modifier pour qu'elles soient applicables aussi dans le cas non compact 
(sans unité). 

Soit K,{TL) l'idéal des opérateurs compacts sur TL, et soit 0'{7i), p > 1, les classes de Schatten 
ordinaires, i.e. 

CP{n) := {T G /C(H) : ||r||p := ( Tr(|r|P)) < 00}. 

L'opérateur V doit de plus être à résolvante compacte, c'est-à-dire {V — X)~^ E }C{TL) pour tout 
A en dehors du spectre de V. Cette première condition oblige à se restreindre à des opérateurs 
ayant un spectre purement ponctuel, i.e. consistant de valeurs propres discrètes de multiplicités 
finies. Cette condition caractérise, avec le fait que l'algèbre A possède une unité, les espaces 
non commutatifs "compacts" et assure aussi que la classe de K-homologie du triplet est bien 
définie [63]. 

La condition de sommabilité, ou encore axiome de dimension, stipule que (V-Xy^ soit non 
seulement compact mais qu'il appartienne à la /c-ième classe de Schatten faible £(*^'°°)(W), pour 
un certain A; G N. Rappelons que ces idéaux d'opérateurs compacts sont définis par 

£(fc,oo)(^) := {T G /C(H) : ^„(r) = 0(m-i/*^)}, k>l, 

où iim{T) désigne la m-ième valeur singulière de T, i.e. la m-ième valeur propre de son module 
|r| := \JT*T. Aussi, £(^'°^)('H) est le domaine naturel des traces de Dixmier TVi^ (associées à la 



divergence logarithmique, cf. appendice EJ) • 

Autrement dit, il doit exister un unique entier naturel k, la dimension spectrale du triplet, qui 
soit tel que (P — A)~'^ soit Dixmier-traçable et avec une trace de Dixmier non identiquement 
nulle. 

La trace de Dixmier, dont les propriétés fondamentales sont données dans l'appendice jouit 
d'un statut très particulier en géométrie non commutative. Elle permet non seulement de définir 
une notion purement analytique de dimension, mais aussi de construire abstraitement une 
intégrale sur l'algèbre, via l'application : 



Par construction, cette fonctionnelle possède aussi la propriété d'hypertrace [13,55], i.e. s'annule 
sur les commutateurs. 

Nous verrons au chapitre 01 que cette intégrale non commutative permet de construire des 
fonctionnelles d'action généralisant celle de Yang-Mills ordinaire. 

Lorsque l'opérateur D n'est pas inversible, on pourra tout de même donner du sens à son inverse. 
En effet, que l'opérateur T> soit à résolvante compacte, implique en particulier que son noyau 
est de dimension finie. Son inverse partielle, 'D~^ est alors défini en lui assignant la valeur sur 



Ces conditions doivent être modifiées dans le cas non compact. En effet, pour une variété non 
compacte ordinaire, non seulement le noyau de l'opérateur de Dirac n'est pas de dimension finie 
mais en plus, son spectre essentiel n'est pas vide. 

La condition suivante, dite de régularité, constitue une notion de différentiabilité pour les 
éléments de l'algèbre. Soit 6 la dérivation définie par ô(T) := [|P|,r], pour T G Oji)- La 
régularité signifie que o et [P, vr(o)] appartiennent à l'intersection des domaines des puissances 
de (5, pour tout a Çi A. Cette condition ne sera que légèrement modifiée dans le cas sans unité. 

L'axiome de finitude stipule que l'espace des spineurs lisses W"", l'intersection des domaines 
des puissances de P, 7^°° := P|„ Dom(î'"), soit un module projectif de type fini. Rappelons qu'un 
module projectif de type fini, le pendant non commutatif d'un fibré vectoriel, est un module à 
gauche sur A de la forme A^p, pour un certain projecteur p = p* = G Mm{A) et un certain 
m G N, le 'rang du fibré'. Le projecteur en question devant pouvoir être l'unité de Mm{A) (par 
exemple dans le cas commutatif avec un fibré des spineurs trivial), il est clair que cet axiome 
devra être modifié dans le cas non compact. 

La condition de réalité consiste en l'existence d'une involution antilinéaire J, définissant 
une représentation de l'algèbre opposée sur TL par a J7r(a*)J~^. De plus, cette deuxième 
représentation doit commuter avec la première 



et doit satisfaire = ±1, JV = ±.VJ, Jx = ^xJ^ oii les signes ne dépendent que de k mod 
8 (voir [14,55] pour la table des signes). Cette condition ainsi que la suivante, sont de nature 
purement algébrique et ne nécessitent pas d'être modifiées dans le cas sans unité. 

L'axiome suivant, dit de premier ordre, caractérise le fait que dans le cas commutatif, 
l'opérateur de Dirac est un opérateur différentiel d'ordre un. Cette condition est alors algébrique- 
ment traduite par le fait que les opérateurs bornés [V, ir{a)] commutent aussi avec la représenta- 
tion de l'algèbre opposée; cela équivaut aussi à dire que l'espace [P,7r(^)] est affilié à tt{A). 




ker(P). 



[■jr{a),jTr{b*)J~^] = 0, Va,& e A, 



La condition d'orientabilité correspond à l'existence d'une "forme volume" sur l'espace non 
commutatif. Il doit ainsi exister un A;-cycle de Hochschild (à valeur dans le bimodule A <S> A"^) 
c = (oq ® fco) (Xi ai • • • (g) afc, oq, • ■ ■ , CLk € A, bo £ A°^ où k est la dimension spectrale du triplet, 
tel que 7rx)(c) = x- Ici, 7:x> est la représentation de {A A°^) A^^ donnée par : 

7rD((ao bo) <S) ai ig) ■ ■ ■ <S) ai) = TT{ao)j7r{b*o)J-'^[V, 7r(ai)] ■■■[V, TT{ai)]. (2.1.4) 

Il y aura encore lieu de modifier cette condition, car la valeur 1 G C{7i) doit pouvoir être prise 
par 7rD(c) lorsque k est impair. 

La dernière condition, la dualité de Poincaré, est de nature topologique. Dans le cas compact, 
elle s'exprime par le fait que la forme d'intersection P| : Kn,{A) x Kn,{A) Z, donnée par la 
composition du produit de Kasparov avec l'application indice de Fredholm, soit non dégénérée. 
Nous laisserons à part cette dernière condition, car n'étant pas centrale dans le théorème de re- 
construction [15,55] et faisant aujourd'hui encore l'objet d'investigations dans le cas commutatif 
non compact (voir en particulier les travaux d'A. Rennie [89]). 

2.1.2 Généralisation des axiomes au cas sans unité 
2.1.2.1 Plongement dans une algèbre avec unité 

En se basant sur la dualité de Gelfand-Naimark dans le cas non compact (toute C*-algcbre 
commutative sans unité A est isomorphe à l'algèbre Co{x{A)) des fonctions continues et s'an- 
nulant à l'infini sur l'espace de ses caractères x(^))) le point de départ pour la construction de 
triplets spectraux non unitaux est la donnée d'une algèbre sans unité Â. 

A l'exception de la condition (D — A)~^ G K.{'H)^ qui n'est clairement pas satisfaite dans 
le cas commutatif non compact et dont la généralisation naturelle (déjà présente dans [14]) est 
7r(a)(î' — A)~^ G JCiH) pour tout a G .4, toutes les autres modifications nécessitent de considérer 
un plongement dans une algèbre à élément unité : A^ A. Evidemment, A doit elle aussi être 
représentée par des opérateurs bornes et doit être telle que les commutateurs [T',7r(a)], pour 
tout a G ^, s'étendent en des opérateurs bornés. De plus, on demandera que les conditions de 
régularité, de réalité et de premier ordre, soient aussi satisfaites pour les éléments du plongement 
unifère choisie. 

Cette adjonction d'unité va jouer un rôle prépondérant dans les axiomes d'orientation et de 
finitude. 

Le point clef pour l'axiome d'orientation est de pouvoir laisser la possibilité au cycle de Hoch- 
schild, jouant le rôle de la forme volume, de prendre la valeur 1 G £.{H). Il est donc clair que 

dans le cas sans unité, le cycle c doit être un cycle de Hochschild sur A et non pas sur A. 
Concernant l'axiome de finitude, le projecteur p devra lui aussi être choisi dans Mm{A). Pour 
donner lieu à un module projectif de type fini à gauche sur A (et non pas sur A), il faudra alors 
se restreindre à un plongement unifère pour lequel A soit un idéal (à droite). Il est alors utile 
d'introduire la notion de pull-back de module, dans la terminologie de Rennie [89]. 
Définition 2.1.1. Soit £ := A"^p, p G Mm{A) un module projectif de type fini à gauche et soit 
Al un idéal à droite de A (i.e. AiA C Ai). Le pull-back de £ sur Ai est le module à gauche £i 
sur Al, défini par £i := Ai£. 

Finalement, l'axiome de dimension doit être lui aussi légèrement modifié. Ainsi, nous verrons 
dans l'exemple du plan de Moyal, qu'il est trop restrictif de demander que 

7r(a)(P- A)-^ g£('='~)(H), 



soit satisfait, pour tout a G .4 (et pour un certain G N). En effet, l'algèbre A est quasiment 
(modulo le projecteur p) uniquement déterminée par l'espace des "spineurs lisses" 7Y°° ; bien 
que sous-ensemble des opérateurs compact, l'ensemble {7r(a)(P — ^)~^}aeÀ ^l'^st pas a priori 
inclus dans C^'^'°°\H). Cette subtilité émanant des propriétés des espaces nécessite 
l'introduction d'une algèbre intermédiare A, dense dans A, qui soit aussi un idéal bilatère de A 
et qui soit telle que 

{7r(a)(P-A)-i}„e^C/:(^'~)(7i), 

pour un certain /c G N. 

2.1.2.2 Les axiomes modifiés 

Définition 2.1.2. Un triplet spectral sans unité réel de dimension k, consiste en la donnée de 

{A,Â,À,H,D,J,x), 

où A est une sous-algèbre dense d'une algèbre (a priori sans unité) A, toutes deux fidèlement 
représentées ( via une représentation vr ) sur l 'espace de Hilbert 7i et A est un plongement unifère 
de A, agissant par opérateurs bornés sur le même espace de Hilbert. D est un opérateur auto- 
adjoint non borné sur Ti tel que [£),7r(a)], pour tout a dans A, s'étende en un opérateur borné 
surTC. Déplus, J etx sont des opérateurs respectivement anti-unitaire et auto-adjoint. Le triplet 
est dit impair lorsque x = 1 ei pair sinon. Dans le cas paire, J et x doivent satisfaire à x^ = 1, 
X7r(a) = 7r(a)x pour a £ A et Dx = — X-D. Finalement, les conditions suivantes doivent être 
vérifiées : 

0. Compacité : 

L'opérateur 'K{a){D — X)~^ est compact pour a G .4 et A ^ spD. 

1. Dimension spectrale : 

Il existe un unique entier positif k, la dimension spectrale du triplet, pour lequel l'opérateur 
7r(a)(L'2 + e2)-i/2 appartient à la classe de Schatten faible C^^'°°\H) pour tout a £ A. 
De plus, Tr^(7r(a)(|iP| +£)-'=) doit être non identiquement nulle. L'entier k est paire si et 
seulement si le triplet l'est. 

2. Régularité : 

Les opérateurs bornés vr(a) et [D,7r(a)], pour tout a £ A, appartiennent à l'intersection 
des domaines des puissances de la dérivation ô : T i-^ [\D\,T]. 

3. Finitude : 

Les algèbres .4 et .4 sont des pré-C*-algèbres (stables par calcul fonctionnel holomorphe 
dans leur C*-complétion) et sont telles que l'espace des spineurs lisses 

soit le .4-pullback d'un module projectif de type fini sur A. De plus A est aussi un idéal 
bilatère de A et est une pré-C*-algèbre avec la même C*-complétion que A. 
Aussi, une structure Hermitienne (• | •) à valeur dans A est implicitement définie sur 1-L°° 
par l'intégrale non commutative : 

TV,((7r(a)C I ri)m + e)-^) = (r? | 7r(a)0, (2.1.5) 



où a G ^ et (• I •) désigne le produit scalaire de TL. 

4. Réalité : 

Il existe un opérateur antiunitaire J sur 7i, qui soit tel que [7r(a), J7r(6)* J~^] = pour 
tout a^b Çi A (donc h ^ J'ir{b)*J~^ est une représentation sur Ti. de l'algèbre opposée 
commutant avec la représentation originelle). De plus, = ±1, JD = ±DJ et 
aussi Jx = dans le cas pair, oii les signes ne dépendent que de k mod 8 (voir par 

exemple [55, p. 405] pour la table des signes). 

5. Premier ordre : 

Les opérateurs [D, vr(a)] commutent aussi avec la représentation de l'algèbre opposée : 
[[D,TT{a)], J7r(6)* J"^] = pour tous a,6 G Â 

6. Orientation : 

Il existe un k-cycle de Hochschild c sur A, à valeur dans A<^A"^, consistant en une somme 
finie de termes (a 6°^) ai • • • a^, dont la représentation naturelle sur TC est donnée 
par 7r£)(.) ()2. 1.4(1 ; la "forme volume" vrD(c) doit résoudre l'équation 

7r/)(c) = X (cas pair), ou vr/)(c) = 1 (cas impair). (2.1.6) 

Finalement, une telle géométrie est dite connexe si les seuls opérateurs commutant avec A 
et T) sont les scalaires. 

2.2 Les plans de Moyal vus comme triplets spectraux 

Les résultats que nous allons mentionner dans cette partie, ont été obtenus dans [46] en 
collaboration avec J. M. Gracia-Bondia, B. lochum, T. Schûcker et J. C. Vârilly. Ils visent à 
réhabiliter les déformations du type Moyal dans le cadre de la GNC, en mettant fin à une 
polémique basée sur des inexactitudes. 

Les critiques faites à l'encontre de ces déformations sont liées à deux notions différentes de 
dimension. Premièrement, en se basant sur l'isomorphisme de Wigner (voir la remarque 12.2.11)) . 
il a été argumenté que la dimension spectrale du plan de Moyal est nulle : étant isomorphe à des 
opérateurs compacts, les éléments de l'algèbre, multipliés par l'inverse de l'opérateur de Dirac à 
la puissance de la dimension de l'hyperplan considéré, donnent lieu à des opérateurs à trace et 
donc à trace de Dixmier nulle. 

Comme nous le verrons lors du paragraphe suivant, cette assertion n'est vraie que lorsque l'on 
considère la représentation irréductible de Schrôdinger. La représentation que nous allons utiliser, 
la représentation régulière gauche, ne souffre quant à elle d'aucune affection de cette sorte. 

La deuxième critique visait la trivialité de l'homologie de Hochschild de l'algèbre sous- 
jacente au plan de Moyal. Pour cette deuxième notion non commutative de dimension (qui est 
indépendante de la représentation, du moment qu'elle soit fidèle) les caractéristiques topologiques 
sont primordiales. Il en résulte que cette critique n'est en fait que partiellement correcte, i.e. 
n'est vraie que pour certaines algèbres construites avec le produit de Moyal. 

2.2.1 Quelques notions de Moyalologie 

2.2.1.1 Espace de Schwartz et produit de Moyal 

Soient / S N et une matrice / x / réelle antisymétrique. Soit aussi 5(M') l'espace de Schwartz 
(fonctions lisses ayant toutes leurs dérivées à décroissance rapide) sur M'. Pour /, /i G 5 (M'), le 



produit de Moyal a été défini (définition ll.2.2j) par 



f i<e Hx) := {2tt)~^ ctyéze-'y^f{x-\Qy)h{x + z). (2.2.1) 



Le produit de Moyal correspond évidemment au produit de Rieffel (|1.2.1() associé à l'action de 
m' sur lui-même par translation. 

Au vu de la remarque ()1.2.3() . nous supposerons que la matrice de déformation G soit non 
dégénérée, c'est-à-dire que la forme bilinéaire a{y,z) := y ■ Qz soit symplectique. Cela implique 
que la dimension soit paire, / = 2N. On définit aussi ^ > par 6"^^ := det G. La formule (|2.2.1jl 
peut être alors réécrite comme 

/ *e h{x) = {ire)-^^ f f (f^y (f^z f{x + y) h{x + z) e-^'y^~''. (2.2.2) 



Cette dernière expression est très familière dans la formulation de la mécanique quantique sur 
l'espace des phases, oii est paramétré par N paires de variables de positions et d'impulsions 
conjuguées. En sélectionnant 

le star-produit associé (ou plutôt son commutateur) a été introduit dans ce contexte par Moyal 
[80], en utilisant un développement en puissance de h, dont le premier terme non trivial donne 
le crochet de Poisson : 

Le développement ()2.2.4() de la forme intégrale 1)2. 2. 2(1 existe et quelquefois même devient exact, 
sous certaines conditions données dans [39]. 

Bien que particulièrement simplificatrice, en l'occurrence lorsque l'une des deux fonctions 
est un polynôme, la forme différentielle (ou asymptotique) (|2.2.4|) du produit de Moyal n'est pas 
utilisable pour la construction de triplets spectraux. En effet, l'opérateur de Moyal- multiplication 
associé étant 

ne peut en aucun cas définir un opérateur borné sur L^(M^^). 

Etant donné que nos préoccupations sont de nature analytique, il n'y a pas vraiment d'avan- 
tage à travailler avec la matrice de déformation G la plus générale qui soit ; on prendra alors 
pour simplifier (les notations principalement) G = OS avec 9 réel. Avec ce choix de G, le produit 
de Moyal peut être réécrit comme 

Mx) := (^0)-2^ // d^^ycP^zf{y)g{z)eT'~^-yy^'~^-^\ (2.2.5) 



En plus des propriétés génériques du produit twisté H1.2.2|) . H1.2.3() . ()1.2.4() . on peut montrer 
par intégration par partie que le produit de Moyal satisfait à la "règle de multiplication mixte" , 

Xj-{f*e9) = f\{xj.g) + Y d{Sx)j *''^ " ixj.f)-k^g - y/*fl^J|)-' (2-2.6) 



qui permettra en particulier d'écrire les opérateurs de différentiation partielle en termes de 
Moyal-commutateurs. 

Pour simplifier les notations, on posera aussi S := et S' := S'{M?^) l'espace des 

distributions tempérées. 

Théorème 2.2.1. [54] Ag := {S, -kg) est une algèbre de Fréchet sans unité, associative, involutive 
avec un produit jointement continu et une trace fidèle. 

La preuve de l'associativité a déjà été donnée dans le lemme [T. 2. 61 Que l'intégrale soit une 
trace pour le produit de Moyal, a aussi été montré dans le lemme 11.2.71 La continuité pour ★g , 
dans la topologie produit de l'espace de Schwartz s'obtient en remarquant que 

|IK5||oo<Mr'^||/||i||g||i. 

Des estimations similaires pour x'^ {f-k^g), \/a,(3 G sont ensuite obtenues par induction, 
en utilisant la règle de multiplication mixte (|2.2.(ij) ainsi que celle de Leibniz. Ces inégalités 
impliquent alors que le produit est séparément continu, donc jointement continu car S est un 
espace de Préchet. 



2.2.1.2 La base de l'oscillateur harmonique 

Définition 2.2.2. L'algèbre Ao possède une base naturelle, constituée des "transitions propres" 
fmn de l'oscillateur harmonique, indicées par m,n Çi N^. Avec comme d'habitude, la notation 
multi-indicielle m = (mi, . . . ,mN) £ N^, \m\ := rrii + • • • + mjq, ml := mil . . . mjql. Soit 

Hi ■■= ^{x^ + xf^^) pourl = l,...,N et H := Hi + H2 + ■ ■ ■ + Hn, 

^es fmn diagonalisent l'Hamiltonien de l'oscillateur harmonique : 

Hlkgfmn = 0{mi + ^)fmn, 

fmn^eHl = 0{ni + i)/„„. (2.2.7) 
Ces fonctions peuvent être définies par 

■= /m un , , ia*r*ofoo\a^, (2.2.8) 
où /oo est la Gaussienne fQo{x) := 2^e~^^/^, les fonctions de création et d'annihilation sont 



ai ■■= ^{Xi+ix^^J et := -^(x, - i x,^^), (2.2.9) 



Les fmn peuvent aussi être exprimées en termes de polynômes de Laguerre et sont évidem- 
ment très singulières dans la limite — > (voir l'appendice IB)) . Le lemme suivant résume leurs 
propriétés principales. 

Lemme 2.2.3. [54] Soient m,n,k,l G N^. Alors fmn*efki = Kkfmi et f^^ = fnm- Donc fnn 
est un projecteur orthogonal et fmn est nilpotent pour m ^ n. De plus, {fmn, fki) = 5mk ^ni- 
La famille { fmn '■ m,n ^ } C 5 C L'^ÇR.'^^) est une base orthogonale. 



Il est clair que '■= Z^|n|<_ft: /nru pour K £N, définit un système d'unités approchées {e^-} 
pour Ag. Qui plus est, ce système est uniformément borné par rapport à la norme opératorielle 
sur L2(M2Af) car 

oo 

< ej, <Y,fnn = 1. 

n=0 

Une conséquence du lemme I?. 2. 31 est la caractérisation matricielle du produit de Moyal. 

Proposition 2.2.4. [54] Soit N = \. Alors Ag est isomorphe (en tant qu'algèbre de Fréchet) 
à l'algèbre matricielle des suites doublement indicées à décroissance rapide c = {cmn}, i-G- qui 
sont telles que pour chaque /c S N, les semi-normes 



oo \ 

Y. Ô^Hm + k)Hn+h)''\cmnn 



rk{c) := ( 



soient finies. L'isomorphisme est donné par la décomposition f = X^mneN^ Cmnfmn dans la base 
des {fmn}- 

Pour N > \, Ag est isomorphe au produit tensoriel projectif de N algèbres matricielles de 
cette sorte. 

Définition 2.2.5. Soit Ç^t (pour s,t G W) l'espace de Hilbert des éléments f G ^'(M^) pour 
lesquels 

oo 

ml ■■= E + hr^^ + < ^- (2.2.10) 

m,?i=0 

Les espaces de Hilbert Qst, pour s,t Çi R^, sont définis par produit tensoriel : 

Qst ■■= Qsiti • • • GsNtN- 

En d'autres termes, les éléments (27r)~^/2é'~(^+'*+*)/2(m + i)~'*/2(n + ^)~^^'^ fmn (avec une 
évidente notation multi-indicielle) , pour m,n Çi N^, constituent une base orthonormée de Gst- 

Il est clair que pour g < s et r < t dans M^, on a 5 C Gst ^ Gqr C S' avec des in- 
clusions denses et continues. De plus, 5 = teRJv Gst topologiquement (i.e. la topologie pro- 
jective coïncide avec la topologie usuelle de S) et S' = IJ^, ^gj^jv Gst topologiquement (i.e. la 
topologie inductive coïncide avec celle du dual fort de S'). En particulier, le développement 
/ ~ SmngN^ Cmn fmn pour f G S' converge dans la topologie du dual fort. 

Pour deux espaces F, G, tels que f*gg soit défini pour tout f £ F, g £ G, on désignera par 
F-kgG l'espace linéairement engendré par l'ensemble {f*gg : f £ F, g £ G} . 

En utilisant la caractérisation matricielle du produit de Moyal, il est possible de montrer que 
S-kgS = S. Autrement dit, l'espace S possède la propriété de factorisation forte. 

Proposition 2.2.6. [54, p. 877] L'algèbre Ag = {S, -kg) possède la propriété de factorisation 
(non unique) : pour tout h £ S il existe f,g £ S tel que h = f-kgg. 

La preuve de ce résultat est constructive, nous reproduisons ici les arguments principaux. 
Preuve. Soit h £ S et soit c = {cmn} la suite correspondante. Posons 

dm ■■= (sup{|cjfe| ■.j£N,k< m})i/2. 

Alors, la suite diagonale d := {dm ômn} et la suite b := {cmn/dm} sont à décroissance rapide et 
satisfont bd = c. □ 



2.2.1.3 Algèbres des multiplicateurs 



Définition 2.2.7. En utilisant la propriété clef de trace (lemme \1.2. 7[ ), le produit de Moyal 
va pouvoir être défini par dualité sur certains sous- ensembles de S'. En notant {T,g) € C 
l'évaluation d'une distribution tempérée T £ S' sur une fonction test g £ S, on définit en 
utilisant la continuité du produit déformé sur S, les distributions T-k^f et f*gT pour f £ S, par 
{T-kgf,g) := {T,f-kgg) et {f-kgT,g) := {T,g-kgf). L'involution de S est aussi étendue sur S' par 
{T*,g) :=W^- 

Des propriétés régularisantes du produit de Moyal (voir paragraphe suivant), on tire que si 
T £S' etfeS, alors Ti.J, /^.T G C°°{^^^) [54]. 

Les algèbres des multiplicateurs (gauche et droit) de Ag sont les sous- ensembles de S' définis 

par 

Mi := { T G S'im^^) : T*,/i G ^(M^^) pour tout h G S{R'^^) }, 
M% := { T G cS'(R2^) : hir^T G S{R^^) pour tout h G S{M.^^) }. 

L'algèbre bilatère des multiplicateurs consiste en leur intersection : 

■.= MinM% 

On peut alors définir les produits T-k^S et SkgT pour T G 5' et 5 G Ai^ . De plus, on montre 
(voir [106]) que Ai^ est une *-algèbre unifère, localement convexe, semi-réflexive, complète, 
nucléaire et qu'elle est munie d'un produit hypocontinu et d'une involution continue. De plus 
Ai^ est la compactification maximale de Ae définie par dualité (voir [55, Sec. 1.3]). Cette algèbre 
contient en plus des fonctions constantes, les ondes planes, les fonctions à croissance polynomiale 
ainsi que toutes les dérivées de la distribution de Dirac. Il est aussi à noter que pour des valeurs 
différentes du paramètre de déformation, Aig et Aie' sont isomorphes mais pas identique en tant 
que sous ensemble de S' . En particulier l'exponentielle imaginaire quadratique 

N 

hp{x) := exp (if3^XjXj+N), 

3=1 

appartient à g si et seulement si \(3\ / 2/6* (voir [39]). 

Rappelons aussi que lorsque é* = 0, le rôle de Ai^ est joué par Om ("-/Vf" pour multiplica- 
teur), l'ensemble des fonctions indéfiniment différentiables sur ayant toutes leurs dérivées 
à croissances polynomiales. 

Il existe un autre moyen de définir le produit de Moyal d'une paire de distributions appar- 
tenant aux espaces de type Sobolev Qst [54]. Si / = J2m n Cmnfmn G G 

et si t -\- q > 0, alors pour a^n := Ylk^rnkdkn, la série h := J2m,n^rnnfmn converge dans Gsr et 
f*e9 — ^- Cette propriété est obtenue en utilisant 

\\f\9\\st< WfWsgMrt sig + r>0. (2.2.11) 

Ces estimations, que nous réétablirons dans le cas s = t = 0, sont une conséquence directe 
de l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire sous-jacent à la norme (|2.2.1flj) . En 
particulier, Gt,-t est une algèbre de Banach, pour tout t G M^. 



Cette première unitalisation est clairement trop "grosse" pour la construction de triplets 
spectraux. En effet, une fois représentée sur L^{M?^), n'est pas une algèbre d'opérateurs 
bornés. En particulier x'^ G et 



-M ^ 



2 d{Sxy ' 
n'est pas borné. 

Nous introduisons maintenant une deuxième compactification, qui par construction sera repré- 
sentée sur L^(M^^) par des opérateurs bornés. 

Définition 2.2.8. Soit Aq la C* -algèbre 

Ae:={T es' : T*^g G L'^{R'^^) pour tout g G L'^{R'^^) }, 

munie de la norme opératorielle ||L^(r)||op := sup{ ||T'*gg'||2/||5||2 : 7^ 5 G L'^{M?^) }. 

Evidemment, Ae = S ^ Ag, mais Ae n'est pas dense dans Ag. Nous noterons A^ la fermeture 
( en norme ) de Ae dans Ag . 

Les lemmes suivants montrent que tout comme L1(M2JV) sont inclus dans Aa. 

Lemme 2.2.9. [54] Si f,g G L'^{R'^^), alors f^^g G L'^ÇR'^^) et ||Lj||op < (2^0)-^/2||/||2. 

Preuve. En développant f,g G ^^(M^^) sur la base orthonormée {a„m} := (27r^)~^/2{/„m}, 



IIK5II2 = (2vr6 



2 



Cmn dnlj fml — (27r6') ^ ^ j ^ Cmn dnl 



2 m.l n 



< (27r^)-^5]|c^,f = (27r0)-^||/||i \\g\\l 

m,j k,l 

d'après l'inégalité de Cauchy-Sctiwarz. □ 
Lemme 2.2.10. Si f e L^{R^^), alors f e Aq et 

\\Lf\\ < (7r0)-^||/||i. 

Preuve. Réécrivons le produit de Moyal comme 

Mx) = (Trer'^J d'^yf{y)e-f'^'yg{ls{y-x)), 

où g désigne la transformée de Fourier de g. En remarquant ensuite que l'opérateur Ty, défini 
par 

est unitaire, on obtient le résultat car 

Lfi: = (ne)-'' J d^'^fiy) {Tyi^). 

□ 



Remarque 2.2.11. Le lemm^e 2. fA peut aussi s'obtenir en utilisant la représentation irréducti- 
ble de Schrôdinger, à la place de la représentation régulière gauche (dégénérée avec multiplicité 
infinie). Soit la représentation de Schrôdinger (voir [43, 81] par exemple), agissant sur 

L^(M^). On peut alors construire un opérateur unitaire W , la transformation de Wigner [43, 
106], de L2(m2^) sur L2(M^) ® L'^{M.^), tel que 

WL\f)W~^ = a\f) ® 1. 

Dans la représentation irréductible, cr^(/) pour f G est un opérateur de Hilbert-Schmidt 

avec ||(T^(/)||2 = (27r0)~^/^||/||2. On obtient alors directement le résultat : 

Proposition 2.2.12. [67,106] {Aq, IM|op) ^st une C* -algèbre unifère d'opérateurs sur L'^{M?^), 
isomorphe à et incluant L'^{M?^). De plus, Ag ^ Ag continûment, mais Aq n'est 

pas dense dans Aq, c'est-à-dire Ag Ç Ag. 

La preuve de ce résultat est directement basée sur risomorphisme de Wigner W. En effet, 
pour f € S, cr^{f) est un opérateur compact (en particulier à trace), et donc 

^0 = { W-^{T ® 1)W : T compact }, 

alors que 

Ag = {W-^{T(E)1)W : T borné}. 

Ag est donc une algèbre de Fréchet, dont la topologie est plus fine que celle donnée par la 
norme opératorielle. Nous allons voir maintenant qu'elle est aussi stable par calcul fonctionnel 
holomorphe dans sa C*-complétion A^. 

Proposition 2.2.13. Ag est une pré-C* -algèbre de Fréchet sans unité. 

Preuve. Nous adaptons ici les arguments du cas commutatif non compact [55, p. 135]. Pour 
montrer que Ag est stable sous calcul fonctionnel holomorphe, il est suffisant de vérifier que si 
f £ Ag avec 1 + / inversible dans Ag avec inverse 1 + g, alors la quasi- inverse g de f appartient 
à Ag. De 

(l + /K(l+5) = l + / + 5 + A,5 = l, 

on obtient f*gf + 9*^/ + f^ed^gf = 0. Il est alors suffisant de montrer que f*gg*gf G Ag, car 
la relation précédente impliquera g*gf G Ag et donc g = — f — g*gf G Ag. 

Etant donné que, Ag C Ç^r,o pour tout r > N [106, p. 886], et que S = HsieM^s,*) alors 
pour s, t arbitraires et p, q positifs 

f^gd^ef £ Gs,p+r*gG-r,0*gGq,t C Gs,t, 

en utilisant le fait que Çs,q*gGr,t C Çs,t si g + r > (cf. équation I2.2.11|) . □ 

Finalement, les deux compactifications différentes et Ag de Ag, contiennent toutes deux 
un groupe d'unitaires à 2N paramètres, engendré par les ondes planes : 

exp(ifc>, exp(ir) = e"^^^^'^^ exp{i{k + l)-). (2.2.12) 



La pertinence de la présence de ce groupe d'unitaires réside dans le fait que l'algèbre de ce 
groupe est isomorphe à l'algèbre du 2A^-tore non commutatif, qui se trouve être plongé dans 
et Ag. Notons aussi que dans la représentation adjointe, ce groupe représente le groupe des 
translations de M?^ : 

(exp(iA; O^e/^e exp(— iA; •)) (x) = /(x + 9Sk), 

pour / e L2(m2A'). 
2.2.1.4 Autres algèbres 

Définition 2.2.14. Un opérateur pseudodifférentiel ("^DO) A £ ^'DO sur R*^ est un opérateur 
linéaire pouvant s'écrire comme 

= (27r)-^ [[ d''^d''ya[A]{x,Ohiy)e'^-^''-yl 

Soit ^'^ := {Ag ^DO : a[A] G 5'^} la classe des ^DOs d'ordre d, avec 

Sd--{^^ C°°(M'= X M'^) : |9^a^cj(x,0l < CKap{^ + |Ç|2)('^-l/5|)/2 pour tout xGK}, 

où K est n'importe quel sous-ensemble compact de M'^, a, /3 G N'^, et les Cxap sont des constantes 
positives. On notera aussi ^r°° := U^gjg, et := fldgR Un ^DO A est dit régularisant 
si A G , de manière équivalente [64, 98], si A s'étend en une application linéaire continue 
de C^iM.^)' , le dual de l'espace des fonctions indéfiniment différentiahles, dans C^iM.^). 

Lemme 2.2.15. Si f G S, alors est un ^'DO régularisant. 

Preuve. A partir de sa définition H2.2.1() . on obtient directement que l'opérateur de multiplica- 
tion twistée à gauche par / G 5 est un opérateur pseudodifférentiel de symbole f{x — §5^). 
Clairement, définit une application continue C'^{M?^y C°°{M.'^^), étant donné que 
C°°(M2^)' ^ S', avec une inclusion continue et que Si^gS' G C°^(R2^) [54, théorème 1]. On 
obtient aussi le résultat par 

pour tout a,/3 G N^^, tout compact K C et tout dGR, car f G S. □ 

Remarque 2.2.16. A la différence du cas d'une variété compacte, les ^'DO régularisants sur 
une variété non compacte ne sont pas nécessairement des opérateurs compacts. En effet, pour 
tout n G N, L^{fnn) possède la valeur propre 1 avec multiplicité infinie et ne peut alors pas être 
compact. 

Pour les produits de Moyal génériques , pour lesquels l'antisymétrie est la seule contrainte 
sur la matrice de déformation, les opérateurs L®, Rj sont aussi des opérateurs pseudodifférentiels 
de symboles 

a[Lj]=f{x-l@0 et c7[Rf]=f{x + ^eO. (2.2.13) 
Définition 2.2.17. Pour m G N, / G C™(M'=) et-f,lG M, soit 

g^,^(/):=sup{(l + |x|2)H+^H)/2|a"/(x)| :xGM^ |a| <m}; 



et soity^^i, respectivement V^^, l'espace des fonctions appartenant à C""(M'^) pour lesquelles 

(1 + d'^fix) 

s'annule à l'infini pour tout \a\ < m, respectivement est fini pour tout x G M^, normes par q^im- 
On définit alors 

:= n et plus généralement, V^^i := P| V^;, 

en particulier V-y = U/eK '^^7,'- Soient aussi, Oc '■= Vq C,- := Vo,r- On a 

meN /6M 

Finalement, en utilisant les notations de Laurent Schwartz [96], on désignera par B := Oq, 
l'espace des fonctions indéfiniment différentiahles ayant toutes leurs dérivées bornées. 

Nous aurons aussi besoin de B := HmeNi^cToï l'espace des fonctions lisses s'annulant à l'infini 
ainsi que toutes leurs dérivées et l'espace 1*2,2, des éléments de L?(Ë?^) dont toutes les dérivées 
sont de carré sommable (intersection des espaces de Sobolev) [84,96]. En utilisant le lemme de 
Sobolev, on peut montrer que les éléments de Vj^i sont en fait des fonctions lisses et que de plus, 
Vl2 C b [96] : si / e Pi2, sa transformée de Fourier r{f) vérifie (1 + G L'^{M?''^) 

pour tout n G N et par l'inégalité de Cauchy-Schwarz J^{f) G L^{E?^), donc / tend vers zéro 
à l'infini. 

Nous allons reproduire maintenant les arguments, basés encore une fois sur la définition du 
produit de Moyal en terme d'intégrales oscillantes, qui montrent que l'espace Oc est stable 
sous produit de Moyal. Le produit de Moyal possède ainsi, sous certaines conditions, le même 
comportement que le produit ordinaire. Cette proposition, extraite de [41], généralise le lemme 
11.2.91 dans le cas spécifique du plan de Moyal. 

Proposition 2.2.18. [41] L'espace Oc est une ^-algèbre associative pour le produit de Moyal. 
Plus précisément, le produit de Moyal définit une application jointement continue de Or ^ Og à 
valeur dans Or+s, pour tout r, s G M. De plus, Ae est un idéal bilatère essentiel de Oc- 

Preuve. Soit f £ Or et g G Os- D'après la règle de Leibniz pour le produit de Moyal, on a 
d'^if^ed) — Z]/3+7=a (/j) '^^f*e'^^9- Il ^st alors suffisant de montrer qu'il existe des constantes 
^~^TS7n telles que 

(1 + \x\^)-^'-+'^/\d^f*,d^g)ix)\ < CrsmqOrMqOsrnig) (2.2.14) 

pour tout X G R-^^ et avec m > |/3| + I7I suffisamment grand. Pour /c G N (que l'on déterminera 
plus tard), on a 

id^f*,d'^g){x) = (ne)-'^ 1 1 S^yê^z 1^^^^ frrW ^ ^ kP)^ef ^-^^ 

^ (..)--// s^yd^^z P.(a„a.)[ef ^--1 



(vr^)-^^ // d^^yd^^zeTy^^P^^-dy,-d. 



d^f{x + y) d'^g{x + z) 



:i + |y|2)fc (l + |z| 



2\k 



où Pk est un polynôme de degré 2k dans ses deux variables y et z. En utilisant ensuite 
on obtient 

. ^ /■/■ ,2iV r2N {l + \x + y^/^l + \x + zl'Y^^ 
-rsmQ0rmU)Q0sm[9) JJ Cl y Cl Z ^Y+^^jâjfc + |^|2)fe 

^o.„.(/) go.™ (5) (1 + y d'^y (1 + I d'^z (1 + 



< c: 



avec m > + 17| + 2k. L'inégalité de Cauchy 1 + + < 2(1 + + a été utilisée pour 

extraire la variable x. Pour k > N + max{r, s}/2 (et donc avec m > + + 2N + max{r, s}), 
les intégrales sont finies. La continuité dans la topologie produit s'obtient alors à partir des 
estimations (|2.2.14p . 

Que 5 soit un idéal bilatère de Oc est une conséquence de l'inclusion Oc C Ai^. Rappelons 
qu'un idéal I d'une algèbre A est dit essentiel si TnX' ^ {0} pour tout autre idéal I' 7^ {0}. 
Rappelons aussi que cette condition est équivalente [55, proposition 1.8] à aX / pour tout 
/ a G A. 

Supposons alors qu'il existe un élément g S Oc, qui soit tel que g*gS = 0. L'ensemble {fmn} 
étant une base de 5, on a alors g*gfmn = pour tout m,n ^ N^^. Ainsi, dans la décomposition 
9 — Ylm n '^mnfmn (en tant qu'élément de S'), tous les coefficients Cmn doivent être nuls et donc 
5 = 0, qui contredit l'hypothèse. □ 

Finalement, le résultat suivant (basé sur des estimations de type Calderon-Vaillancourt) 
donne des conditions suffisantes pour que des fonctions lisses appartiennent à Ag ou Ag. 
Théorème 2.2.19. [43,65] L'inclusion Vq'^'*'^ C Ag est satisfaite, en particulier on a B C Ag. 
De plus V^^+^ C et donc i3 C ^g. 

Nous avons montré dans le lemme 11.2.91 (et aussi dans la proposition 12.2. 18|) , que B est une 
*-algèbre par produit de Moyal, pour lequel Ag est un idéal bilatère dense (car B C A4^). De 
plus, î)/,2 C B C . Nous allons montrer maintenant que {V 1^2, -kg) est aussi une *-algèbre. 
Lemme 2.2.20. (P^2,*g) est une ^-algèbre avec produit et involution continus. De plus, 
(V 1^2, -kg) est un idéal bilatère dans {B,-kg). 

Preuve. Que les éléments de V12 soient stables sous produit de Moyal, est une conséquence de 
la règle de Leibniz et du lemme 12.2.91 : 

||9"(A,5)l|2<(27r</2 ^ ||a^/||2||ô"-^5l|2. 

La continuité jointe est encore obtenue par ces estimations, en utilisant le fait que 'D£^2 est un 
espace de Fréchet (voir [96]). La continuité de l'involution f ^ f* est immédiate. 

La propriété d'idéal bilatère de T>]^2 pour B, vient directement de la stabilité de ces deux 
espaces sous dérivations et de l'inclusion B C Ag, car alors 

||a°KÔ^5l|2< ||^9<^/|||b||2<00 

pour tous f £ B, g £ et tous a, /3 G N^^. □ 



2.2.1.5 Le plongement unifère préféré 



Les algèbres M , Aq sont trop grosses pour la construction de triplets spectraux. En parti- 
culier, L^{A4^) contient des opérateurs non bornés et Ag, étant isomorphe à £(L^(M^)), a une 
cohomologie de Hochschild inintéressante. Un plongement dans une algèbre à unité plus utile 
est donnée par Ag ^ Aq := (8,*^). Cette dernière algèbre possède de plus une caractérisation 
intrinsèque : Le commutant de L^{S) (i.e. le commutant de Ae dans la représentation régulière 
gauche) dans la sous-algèbre des opérateurs bornés lisses (en norme) par rapport à l'action du 
groupe d'Heisenberg, est exactement R^{B) [77]. 

Proposition 2.2.21. Aq est une pré-C* -algèbre de Fréchet à unité. 

Preuve. Nous avons déjà obtenu que l'espace de Fréchet B est une étoile algèbre sous produit 
de Moyal, produit continu dans la topologie définie par la famille de semi- normes qoom, m £ 'N. 
Aussi, les éléments de B sont exactement les éléments de Ag lisses (en norme) par rapport à 
l'action a (fortement continue sur Ag par rapport aux semi-normes qoom) de M' par translation 
[92, théorème 7.1]. Soit maintenant G une fonction holomorphe sur un voisinage du spectre de 
Lj, / G Ag. Alors G{f) G Ag, car a{G{f)) = G{a{f)) et donc L^G{f) ^^^^^ norme par 
rapport à l'action a. □ 

La C*-complétion de Ag contient A^q (celle de Ag), mais il n'est pas certain qu'elle soit 
identique à Ag. Aussi, Ag munie de la topologie que nous avons considérée ici, n'est pas un espace 
séparable. Il existe d'autres topologies sur Ag (relativement naturelles), la rendant séparable [96, 
p. 203]. 

Finalement et en anticipant sur le paragraphe suivant, une des raisons principales pour choisir 
Ag comme compactification, provient du fait qu'elle est maximale en tant que sous-algèbre de 
Ag, stable par commutation avec l'opérateur de Dirac sur M?^ : pour tout / G ^e, n G N, on a 

ad^(L5) G L\B)®M2n{C). 

En plus d'être isomorphe à l'espace des spineurs 'lisses', V]^2 possède toutes les propriétés 
nécessaires à la construction d'un triplet spectral sans unité. 

Corollaire 2.2.22. (25^2, *g) est une pré-C* -algèbre de Fréchet sans unité, dont la G* -complé- 
tion est Aq. 

Preuve. Les arguments sont tout à fait analogues à ceux de la preuve de la proposition 12.2. 131 
Tout d'abord, on a 5 C P^.^ C Ag avec des inclusions denses, de telle sorte que Ag est aussi 
la C*-complétion de {T>^2,-kg). En effet, la deuxième inclusion s'obtient en remarquant que si 
f £Vl2, alors W L%f) W'^ = a^{f) 1 où fj^(/) est Hilbert-Schmidt donc compact. 

Deuxièmement, si / G 'D12 a un quasi-inverse g £ A^, alors la proposition précédente montre 
que g Çi Ag. En effet, étant donné que (î?^2,*g) est un idéal dans Ag d'après le lemme 12.2.201 
on en déduit que f*gg*gf G ^^2, qui est suffisant pour établir que g G ^^2. □ 

Nous allons introduire maintenant un des outils essentiels pour la construction de triplets 
spectraux associés aux plans de Moyal. La terminologie ainsi que les concepts que nous allons 
évoquer sont issus de l'article [90], dans lequel Rennie a proposé d'équiper une algèbre non 
commutative sans unité A (par exemple Ag) d'un "idéal local" Ac C A. Cette notion constitue 
une généralisation non commutative de G^{M), l'espace des fonctions à support compact. Une 
algèbre de Fréchet A est dite locale, si elle possède un idéal dense Ac avec unités locales ; une 



algèbre Ac possède des unités locales, si pour chaque sous-ensemble fini {ai, . . . ,ak} C Ac, il 
existe u £ Ac tel que uoi = aiu = ai pour tout i = 1, . . . ,k. 

Le produit de Moyal n'est évidemment pas local dans le sens ordinaire, le produit de deux 
fonctions (ou distributions) à supports disjoints n'étant pas nul a priori. De plus, il n'y a pas 
d'idéaux connus pour Ae et V12 (autres que Ae), elles ne sont certainement pas locales au sens 
de Rennie [90]. 

On peut cependant définir une notion plus faible de localité, qui se trouve être partic- 
ulièrement pertinente dans notre situation : 

Définition 2.2.23. Une algèbre de Fréchet A est dite quasi-locale s'il existe une sous-* -algèbre 
dense Ac C A possédant des unités locales. Le candidat naturel pour le plan de Moyal est : 

Ac := y Ac,K, où Ac,K := < / G cS : / = ^ Cmnfmn 
-ft'GN 0<|m|,|n|<K 

C'est-à-dire, Ac est l'algèbre des combinaisons linéaires finies des {fmn '■ m,n Çi } ; elle est 
évidemment dense dans Ae et dans et possède un système d'unités locales donné par {e^,}, 
où := 'Yu\n\<K fnn- Ainsi, Ae comme sont quasi- locales. 

2.2.2 Les triplets associés aux plans de Moyal 

Nous allons donner maintenant les triplets spectraux sans unité associés aux plans de Moyal. 
Nous verrons qu'ils satisfont à toutes les conditions données lors du paragraphe 12.1.21 

Soient Ae = {Vi2,-kg), avec sous-algèbre dense Ae = {S{M?^),-kg) et plongement unifère 
préféré Ae := {B{M?^),-kg). L'espace de Hilbert des sections de carré intégrable du fibré (trivial) 
des spineurs est dans ce cas Ti := L^(M^^) .La représentation de Ae (aussi celles de Ae 
et de Ae) est donnée par : Ae ^ ^(^) '■ f ^ L^f ^ ^2^^ où sur l'espace de Hilbert 

réduit Tir '■= -L^(ffi^^) par multiplication twistée. 

Les opérateurs vr^(/) sont bornés, car ils agissent diagonalement sur Ti et 

IlLjll <(2^0)^^/2||/||2 

pour f e Ae flemme lïïTÏÏ]) et car Àe C Ae f théorème [2.2. 

Comme dans le cadre générique des déformations isospectrales, l'opérateur auto-adjoint 
D n'est pas déformé : il sera l'opérateur de Dirac (Euclidien) ordinaire ^ := —id^ "f^, où 
les matrices (Hermitiennes) de Dirac 7-^,..., 7^^, satisfaisant {7'^,7'^} = +2(5^'^, représentent 
(irréductiblement) l'algèbre de Clifford C£{M?^) associée à (M?^,ri), avec rj la métrique Eucli- 
dienne standard. 

Pour la graduation de l'espace de Hilbert on prendra la chiralité associée à l'algèbre de 
Clifford : 

X ■= 72N+1 ■■= ^Hr ® (-0^7^^ • • • 7^^- 

Donc, = (-1)^(7^ • • • 7^^)^ = (-1)^^ = 1 et X7^ = -l'^X- 

La structure réelle J est la conjugaison de charge pour les spineurs sur M."^^ . Il est suffisant 
de supposer que = ±1 (où les signes sont donnés dans [14,55]) et que 



les conditions sur les autres signes seront alors automatiquement garanties. En général, dans 
une représentation donnée, la conjugaison de charge s'écrit 

J := CK, (2.2.15) 

oii C est une matrice unitaire 2^ et K est la conjugaison complexe. Une forme explicite pour 
C dans une représentation particulière (oii toutes les matrices 7'^ sont soit purement imaginaires 
soit purement réelles suivant que est pair ou impair) peut être trouvée dans [121]. 

La propriété fondamentale de la structure réelle est l'échange des multiplications twistées à 
droite et à gauche : 

J{L\f*) ® l2N)r^ = R\f) ® I2N. (2.2.16) 

Cette relation s'obtient en utilisant le fait que la conjugaison complexe est une involution pour 
le produit de Moyal (équation 11.2.2(1 et que agit diagonalement. 

Le lemme [T. 2 . 61 propriété (|1.2.4() implique que [^,7r^(/)] = —iL^{d^f) (8> 7^ =: 7r^(^(/)) qui 
par le théorème 12.2.191 est borné pour tout f e Ae = ^(M^^), exactement comme dans le cas 
commutatif. 

2.2.3 Vérification des axiomes 

2.2.3.1 Compacité et dimension spectrale 

Dans ce paragraphe, nous allons développer des outils et des techniques qui généralisent ceux 
de la théorie de la diffusion en mécanique quantique. La référence principale utilisée est le livre 
de B. Simon [100, Chapitre 4]. Nous utiliserons quelquefois la convention /1°°{TC) := JC{Ti.), avec 
Il A II — Il A II 

ll^lloo • — ll^llop- 

Alternativement à l2.2.141 on peut définir l'opérateur pseudodifférentiel g(— iV) sur TCr pour 

g G L°°(M2A'), par 

où J- est la transformée de Fourier ordinaire. Ces deux définitions coïncident évidemment : 

g{-iV)^{x) = (2vr)-=^^|| S"" i ê"" y é^-^^-yU^m^v) . 
mais permet d'obtenir directement l'inégalité |b(— iV)||oo < Iblloo, car alors 

||5(-iV)V||2 = \\T-^MgT^\2 < WMgWUh = lIfflloollV'Ib. 

Théorème 2.2.24. Soient f £ A et X ^ sp^. En désignant par R^{X) la résolvante de 
l'opérateur de Dirac, alors tï^ {f) R^{\) est un opérateur compact. 

En utilisant la première équation résolvante, -R^(A) = R^{X') + (A' — X)R^{X)R^{X'), on 
peut toujours supposer que A = i/i avec // € M*. Ce théorème va être démontré par interpolation 
complexe, en utilisant le résultat général sur l'invariance de la norme de Hilbert-Schmidt pour 
les déformations isospectrales (théorème 11.2.16^ et la borne pour la norme opératorielle des 
opérateurs de multiplication twistée (lemme [2. 2. 9|) . 

Lemme 2.2.25. Lorsque f £ S eiO//iGM, alors 

7r'{f)R^iifi)€lCin) ^ 7r'{f)\R^{ifi)\-' €lC{n). 



Preuve. La direction '=^' est évidente car i—i^J') est un opérateur normal borné ; en supposant 
que -K^ {f)R^{in) est compact, on en déduit que tt^ {f)\R^{i^j)\'^ = TT^{f)R^{i^)R^{—ifi) l'est 
aussi. Réciproquement, si 7r^(/)|i?^ est compact, alors ir^ {f)\R^ {ifi)\'^iT^ {/*) est compact 

et -7T^{f)R^{ifi) est lui aussi compact, sachant qu'un opérateur T est compact si et seulement si 
TT* l'est. □ 

L'intérêt de ce lemme réside dans la nature diagonale de l'action de 7r^(/)|iî^ sur 
TC = TCr'SiC ; il sera alors possible de remplacer, sans aucune modification dans nos conclusions 



H par Tir, 7r^(/) par et de considérer le Laplacien A := — X]u=i ^fi ^ place du carré de 



l'opérateur de Dirac 

Lemme 2.2.26. Si f,gG L^iR"^^), alors L^jg{-iV), Mfg{-iV) G C^iHr) avec 

||Lj5HV)||2 = \\Mfgi-iV)h = (2vr)-^||/||2 Wgh- 

Preuve. La première égalité a déjà été établie lors du théorème ll.2.1()l Pour la seconde, il suffit de 
remarquer que g(^_j^^^{x,y) = {2tï)~^ f{x)g{x — y), oii 'g désigne la transformée de Fourier 
de g et d'appliquer le théorème 2.11 [100] sur la caractérisation des opérateurs de Hilbert- 
Schmidt ; i.e. un opérateur sur un espace de Hilbert séparable Lp'{X, fi) est de Hilbert-Schmidt si 
et seulement si c'est un opérateur à noyau dont le noyau est de carré sommable sur (MxM, /uX/u). 
Ainsi, 

\\Mfg{-^V)g = (2vr)-2^ J cP^xd^^'y \f\\x) \g\\x - y) = {2n)-'^ \\fh hh- 

□ 



Lemme 2.2.27. Si f £ L2(r2JV) et g e LPÇE.'^'^) avec 2<p < oo, alors L%{-iV) G a'{n 



\\L]g{-^V)\\, < (2vr)-^(V2+iM^-A^(i/2-i/p) ||^||^ ||^||^. 

Preuve. Le cas p = 2 (avec l'égalité) a été traité dans le lemme précédent. Pour p = oo, on a 
ll^/9(-^V)||oo < {27Tey^/^\\f\\2 Iblloo, car ||L^ (7(-iV)||oo < ||i>^||oo \\g{-iV)\\^. 

Le résultat pour 2 < p < oo sera obtenu par interpolation complexe (voir [13,100]). A cette 
fin, notons que l'on peut toujours supposer 5 > : en définissant la fonction a par |a| = 1 et 
g = a\g\, nous avons 

ll^/5(-iV)||i = TV(|45(-iV)|2) = Trig{-iV)L% L] g{-iV)) 
= IV(|5| (-iV) â{-iV) L% Lj a(-iV) \g\{-tV)) 
= IV(â(-iV) \g\i-iV) L], \g\{-iV) a{-iV)) 
= TV(|L^ |5|(-iV)|2) = ||4H(-ïV)||^, 

et 

\\^g{-iV)\\^ = \\L]a{-iV)\g\{-iV)\\^ = \\L]\g\{-iV) a{-iV)\\^ 
< |5|(-^V)||oo ||a(-îV)||oo = \g\{-iV)\\oo. 
Ensuite et pour une fonction positive, bornée et à support compact g, on définit l'application 
Fp-.z^L] g^'P{-iV) :5 = {zGC:0<5Rz<i}^ £(W,.). 



Pour tout y G R, on a Fp{iy) = L^^g^yp{-iV) G car g^yP G L°°(R2^). De plus, 

\\Fp{iy)\\oo < {2Tre)-^l^\\fh. 

On a aussi, d'après le lemme lTT^ Fp{\+iy)e C?{nr) et 

||F,(i+iy)||2 = (2vr)-^||/||2||5^/2||2. 

On obtient alors par interpolation complexe (voir par exemple [86, Chap. 9] ou [100]) que 
F{z) G £^^^^{7ir), pour tout z dans la bande S. De plus, 

||F,(.)||v«. < ||F(0)||L-^«^ ||F(l)||r = ||/||2(2.r^)-^(^-^^^)(2vr)-2^«^ Wg^/^^. 
En appliquant cette estimation pour z = 1/p, on obtient pour de telles fonctions g : 
\\L'fgHV)\\, = \\F{l/p)\\, < (2vr)^^(V2+i/p)^-A.(i/2-i/p)||^||^ ||^||^_ 



Finalement, le résultat est obtenu en utilisant la densité des fonctions à support compact dans 
Remarque 2.2.28. Dans le cas commutatif, si f et g sont bornées sur R'^, alors 



||/(x)<7HV)||oo < ll/llooll^lloo. 

On obtient ainsi, par interpolation complexe [2, 86, 100], une estimation 'symétrique' en f et g : 

\\f{x)g{-iV)\\,<{2^)-'^'P\\f\\M,, 

pour p > 2. Pour g {x) = (1 + et f Çi S , on obtient alors que MfR^{z) est compact. 

Lemme 2.2.29. S'i / G 5 / /i G M, alors 7r%f) G pour tout p> N. 

Preuve. Nous avons : 

Ainsi, cet opérateur agit diagonalement sur Tir et le lemme 12.2.271 implique que 

^2JV^X 1/P 

qui est fini pour p > N. □ 

Preuve du théorème \2. 2. 24\ D'après le lemme l^.2.25( il était suffisant de montrer que 

7r^(/) \R^{ifi)\'^ est compact pour ^ p réel. □ 

Nous allons établir le résultat principal de ce paragraphe : 

Théorème 2.2.30. La dimension spectrale du 2N-plan de Moyal est 2N . 

Nous allons commencer par établir des propriétés d'existence. D'après le lemme B.2.271 et 
parce que [^,vr^(/)] = -iL^d^f) ® 7^^, on voit que 7r^(/)(^^ + e^)"' et [^,7r^(/)] (^^ + 
appartiennent à CP{7i) pour tout p > N/l (nous supposerons toujours e > 0). Dans le prochain 
lemme, nous allons montrer que [|^|,^^(/)] (^Ve^)-' satisfait aux mêmes propriétés de somma- 
bilité. 



Lemme 2.2.31. Lorsque f£Set^<l<N, alors [\^\,n\f)] (^Ve^)"' G CP(n) pour tout 
p > N/l. 

Preuve. Nous allons utiliser l'identité spectrale, valable pour n'importe quel opérateur positif 
A, 

ainsi que l'identité (valable aussi pour tout A, B avec A ^ sp ^) : 

[B, [A - A)-i] = {A- \r\A, B]{A - \)-\ (2.2.17) 

Pour tout /O > 0, 

(1^1 ^e, 



my{f)\ = m+py{f)] = - 

= i r ^ Ti - (1^1+^)' 



+p?y{f)\ 



+ pY + p 



dp 



dp 



+ P)^+P 
y/P 



-TT 



+ pY + p 



(2.2.18) 



La dernière égalité implique que 

1 f"" 

\\[\l^\y{f)]{f + e^)~\<- dp 

IIP vr^o 



^/P 



+ pY + p 

+ 2p[my{f) 



[-7r\d'^d^f)-2i{L'{d^f)CSr) 



+py+p 



Ainsi, la preuve se réduit à montrer que pour tout / G 5, 



1 

Jo 



dp 



^fP 



< oo. 



m+p)2+^ --(i^i+p)2+^ 

Etant donné que les normes de Schatten sont des normes symétriques 

\\ABC\\,<\\A\\\\BUCl 
et que seul l'espace de Hilbert restreint est concerné, l'expression (|2.2.19j) est majorée par 

1 1 



(2.2.19) 



dpy/p 



1 


3/2 






m+p^+p 




(^V £2)1/2 





)2+ £2)^-1/2 ((|^|+p)2 + ^)l/2 



1 

< - 

vr 



, . fZ,, y{f) {f + e'r^'i\[\^ I + p? + py'i\. 

(/u + p^)-^/^" "P 



En utilisant le lemme l^.2.27[ on peut estimer la dépendance en n de la dernière norme : 

< c{p, 9)m\ + p)' + \\m' + e'r'^'/\, 



avec p 



-1 



,-1 



r ^ choisis de manière appropriée. Ces intégrales sont finies pour q > 2N et 



r > 2N/{21 — 1) (pour / = i, il faut prendre r = oo et q = p). Pour de telles valeurs, 



<C{p,6,N;f)\mf + e^r^+^/\nl/^ 



N/q 



P 

oo 



dR 



•2N-1 \ 1/g 
{{R + pfTiîj^) 



= C{p,0,N;f)m\' + e')-'+y',,,.. 

=: C'{p,q,9,N;f)p''/''+^/'i. 
Finalement, l'intégrale (|2.2.19|) est plus petite que 

/"OO 

C'{p,q,e,N;f) / dfi 



ri/</(|^ 



■p 



-l/2+N/q 



P- 



N/q 



□ 



/O ^(/i + p2)3/2' 

donc finie pour q > 2N et p > N/l. La preuve est alors complète. 

Le lemme suivant est une généralisation de l'inégalité de Cwikel [26, 100, 112] pour les 
opérateurs de multiplication twistée. Cette inégalité permet d'obtenir dans le cas commutatif 
une estimation sur les valeurs singulières des opérateurs compacts du type Mfg{—iV). Ces es- 
timations donnent alors des conditions suffisantes, sur les fonctions / et g, pour que Mfg[—i'SJ) 
appartienne aux classes de Schatten faibles C^P'°°\TC). 
Lemme 2.2.32. Si f eS, alors Tx^f) {\^\ + e)-^ tt'^ {f*) G £(2JV,oo)(^)_ 

Preuve. Comme remarqué précédemment, il suffit de remplacer par A, iT^{f) par et 7i 
par Hr- Soit g{—iV) ■= (\/Â+ e)^^- Etant donné que la fonction g est positive, elle peut être 
décomposée comme g = X^nez 5" °^ 



gnix) :-- 



g{x) si 2"-^ < g{x) < 2", 
sinon. 



Pour n G Z, soient et les opérateurs définis par 

An := ^ gki-ïV) L% , Bn := 9k{-iV) L], 



k<n 



k>n 



La norme opératorielle de A^ peut être estimée par 



\ A II < Il r 

l^nlloo ^ W f 



Il2 



k<n 



< {27^9) 



-N 



Y. 9k 

k<n 



< (27r^) 



-N 



2 2" =: 2" ci{9,N;f). 



La norme trace de Bn peut, quant à elle, être calculée en utilisant le lemme [2.2.2()l : 



n\\l 



k>n ^ k>n 

(2vr)-^^||/||i Yak =(2^) 



1/2 



(2vr) 



-2Af|| ^||2 



k>n 



9k 



1/2 



-2Af II ^||2 
2 



Y.\\9k\ 



k>n 



< (2vr)-2^||/||2 ^ ||5fc||ooKsupp(5fe)}, 



OÙ est la mesure Lebesgue sur M . Par définition, llâ'felloo < 2^ et 

î/{supp(5fc)} = x e M^^ : 2^-^ < g{x) < 2'= } < i/{ x G M^TV . d^,] ^ g)-i > 2^-1 } 



Ainsi, 



|Sj|i<(2vr)-2^||/||i22^C2 j;2'=(i- 



2Ar) 



k>n 



-2N 



<7r— C2||/||i2"(i-2iV) 2"(i-2^)c3(A^;/). 

Dans la dernière égalité, nous avons sommé une série géométrique, convergente puisque > ^. 

On peut alors estimer la m-ième valeur singulière fim de i?„ (les valeurs singulières étant 
comptées avec leur propre multiplicité) : ||-Bn||i = 'Yli'k'=o i^k{Bn) et pour m = 1, 2, 3, . . . , on a 
ll^nlli > Er=oVfc(5n) > miJm{Bn). Ainsi, fim{Bn) < \\Bn\\im-^ < 2"(i-2^) C3 m"! . Finale- 
ment, l'inégalité de Fan [100, théorème 1.7] implique 

IJ.m{L%{-iV) LL) = fIm{An + Bn) < fJ-l{An) + li.m{Bn) 



< \\An\\ + WBji < 2" Cl + 2"(i-2^) C3 



m 



Pour un m donné, on peut choisir n G Z de telle sorte que 2" < m-VSA' < 2"+i. Alors 
5(-^V) L^, ) < Cl m- + C3 m"(i-2^)/2^m-i =: C4(^, A^; /) V^A^. 
Cette dernière inégalité implique directement le résultat, car alors 



Corollaire 2.2.33. Sif,geS, alors ir^f) {\^\ + e)-'^ TT^{g) e £^'^^''^\n). 



□ 



Preuve. Il suffit de considérer des combinaisons linéaires de 7r^{f ± g*) (|^| + e) ^ vr^(/* it g) et 
de 7r''(/ ± ig*) (|^| + e)"^ 7r^(/* =F ig), pour obtenir le résultat. □ 

Corollaire 2.2.34. Pour tout heS, 7r\h) (|^| +e)-i, 7r^(/i) {^^ + e^)'^/^ G £(2iV,oo) ^-^^ ^ 



Preuve. D'après la propriété de factorisation forte (pr op osition 12 . 2 . f)]) . pour tout h G S, il existe 
f,g £ S tels que h = f*gg ■ Ainsi 

Tr'ih) (1^1 + s)-' = Tr'if) m + s)-' Tr'ig) + n^f) [n'ig], (|^ | + e)-\ 

et nous obtenons à partir de l'identité ()2.2.17() 

n\h)m+e)-' = 7r%f)m+er'7r%g)+n'{f)m+e)-'m,n\g)]m+e)-\ 

Par des arguments similaires à ceux des lemmes 12.2.271 et I2.2.ISH le dernier terme appartient à 
i espace £P{n) pour p > et donc à C^^^'°°\n). 

La deuxième assertion est obtenue en remarquant (par calcul fonctionnel) que l'opérateur 
(1^1 +e)(^Ve2)-^/2 est borné. □ 

Le lemme suivant est la dernière propriété d'existence dont nous avons besoin. 
Lemme 2.2.35. Sif£S, alors iT'^{f){\0\ + e)"^^ et ■K%f)[^'^ + e^Y'^ sont dans C^^'^^^^Ti). 

Preuve. Par calcul fonctionnel, il est suffisant de montrer le résultat pour 7r^(/)(|^| + e)~^^. 
Nous allons factoriser f £ S (proposition 12 . 2 . en utilisant la notation : 

/ = fv^eh = h^ehx^efn = /l*e/21*e/221*e/222 
= • • • = fl*gf21*gf221*g ■ ■ ■ *gf 22- -21*0 f 22-22 ■ 

Ainsi, 

vr^(/) m+e)-'^ = (|^ | + e)-^ .^(Z^) (1^1+.)^^^+^ 

+n\h)m+er'm,7r\h)]m+er'''. (2.2.20) 

D'après le lemme l^CTl 7r^(/i)(|^ G £P(H) pour tout p > 2Ar ; et par le lemmeESISIl 

le terme [|^|,vr^(/2)](|^| + e)^^^ appartient à C'^{TL) pour tout q > l. Alors, le dernier 
terme du membre de droite de l'équation (|2.2.2flj) appartient à C^iTi). Introduisons la relation 
d'équivalence A ^ B pour A, B £ K.{'H) lorsque ^4 — i? est à trace. On a alors 

'.\f)m+e)-'^ ~ .^/i)(|^| +e)"V(/2)(|^| 

donc, 

+^)-'^ ~ ^^/i)(|^| +e)-V(/2)(|^| 
= ^^(/Od^l + .)-i^^(/2i)(|^| +e)-V^(/22)(|^| 

+ vr^/i)(|^|+erV(/2i)(|^|+erMl^|,vr^(/22)](|^|+e)-'^+^ 
~ ^^(/i)(|^| +e)-V^(/2i)(|^| +e)-i^''(/22)(|^| ~ ••• 

~ ^^(/l)(|^| +e)-l^^(/2l)(|^| +e)-V^(/22l)(|^| +e)-^..vr^(/22...22)(|^| 

La deuxième relation est satisfaite car 7r^(/i)(|^| + e)^"'^vr^(/2i)(|^ | + e)^^ € D'{7{) pour 
p> N d'après le lemme 12223 et [|^|,vr^(/22)](|^| + e)"^^^^ G clu) pour g > 2N/(2N - 1) 
d'après le lemme O.2.311 Les autres équivalences sont obtenues à partir d'arguments similaires. Le 
corollaire 12.2.331 l'inégalité de Hôlder pour les classes de Schatten faibles (voir par exemple [55, 
proposition 7.16]) ainsi que l'inclusion £^{H) C £^^'°°\H) conduisent finalement au résultat. □ 



Nous allons calculer maintenant des traces de Dixmier. En utilisant la trace régularisée 
d'opérateurs pseudodifférentiels définie par 

TrA(vl) := (2^)-^^ // d^^Ç d^^x a[A](x, Ç), 
77|Ç|<A 

le résultat que nous allons obtenir peut être conjecturé car 

lim TVA(-)/log(A2^) 

A^oo 

est heuristiquement reliée à la trace de Dixmier et car nous avons 



A-^^^o 2A^(27r)2^1ogA 

2^ a 



|Ç|<A 



2N (2^)2^ 



d'''xf{x). 



Cependant, pour établir rigoureusement ce résultat dans le contexte du produit de Moyal, il 
est nécessaire d'adopter une stratégie plus subtile. Nous allons ainsi calculer la trace de Dixmier 
de l'opérateur 7r^(/) {^'^ +s'^)~-^ , comme le résidu de la trace ordinaire d'une famille méromorphe 
d'opérateurs. Dans cette perspective, les résultats récents de [4], qui étendent le théorème de 
trace de Connes (voir [12] et [55, Chap. 7]), seront déterminants. 

Dans le langage de [62] , notre première tâche va être de vérifier que la dimension analytique 
de Ae est égale à 2A'', c'est-à-dire que pour / G Aq, l'opérateur 7r^(/) (^^ + e^)"^/^ est à trace 
lorsque 5ïîz > 2N. 

Lemme 2.2.36. Si f gS, alors (^^ + e2)-^/2 ^ ^^ace pour > 2N , et 



Preuve. Soit S'^'^ la classe des symboles fdéfinition i:-{.2.7|) de Shubin (ou symboles GLS) [60,98] et 
^'''^(R2") la classe correspondante d'opérateurs pseudodifférentiels. Il est démontré dans [32], que 
si o"(x,^) S 5"^''(M^") pour / < — n, alors l'opérateur pseudodifférentiel associé à ce symbole 
est à trace. Qui plus est, on a 



TtA = {2tt)-''JJ (i"xd"Çcj(x,0- 



En utilisant la formule du produit pour les symboles d'opérateurs pseudodifférentiels, on 
obtient pour p > N, 

a[L}{A + e'rP]ix,0= E 9f a[L^^](x, 9>[(A + e^)"^] (x, 



Ainsi, toujours avec p > N, 

Tr (L?(A + e'yP) = (2vr)-2^ J j d^^Ç d^^x f{x - f 5Ç) (I^P + e^Y^ 

= (27r)-2^ j I i d^^x f{x) + ^2^. □ 

Nous continuons avec un résultat technique, dans l'esprit de [90]. Considérons le système d'u- 
nités approchées {e^ji^eN C Ac avec := So<|n|<_ft: éléments sont des projecteurs 
ordonnés : €^-^^6^ = e^-k^CK = pour K < L et sont de plus des unités locales pour Ac 
(définition E2lèl). 
Lemme 2.2.37. Si f e Ac,k, 

Preuve. Pour simplifier les notations, nous utiliserons e := et e„ := e^+n- Etant donné que 
7r^(/) est borné et / = f-k^e, nous pouvons supposer / = e G Ac,k- 
De en*ge = e-k^Cn = e, on déduit 

7r\e){^ + A)-i (1 - ^''(eO) = 7r^(e) + A)"! 7r^(eO] + A)-^ (2.2.21) 

De plus, 7r^(e) [^,7r''(e„)] = 7r^(e*ge„)] - , tt^ (e)] tt^ (en) = 0, car 7r^{en), pour n > 1, est 
une unité locale pour [^,7r^(e)] (voir l'équation I3.1.3j) : 

[^,7r^(e)]vr^(eO = [^,vr^(e)]. 

On obtient alors 

An :=^^(e)(# +A)-n^,vr^(en)](^ +A)-i 
= n'{e)i^ + A)-n^,vr^(ei)](^ + A)-i[#,vr^(en)](# + X)'' 
= 7r^(e)(^ + X)-'[^,7T\e^)y{e2){^ + A)-i[^,7r^(e„)](^ + A)-i = • • • 
= (^^(e)(^+Ari)([#,vr^(ei)](^ + Ari)([^,vr^(e2)](^ + Ari)...([#,vr^(e„)](#+A)-i). 

Pour n = 2N, A2N apparaît comme un produit de 2N + 1 termes, chacun appartenant à 
C'^^~^^{7i) d'après le lemme lïï.2.271 Ainsi, d'après l'inégalité de Hôlder, A2N est à trace et donc 
7r^(e)(^ + A)-^! - vr^(e2jv)) £ C^H). D'où 

= n'ie)i0 - ie)-' (l - n'{e,^) + vr^(e,^)) (^ + ie)"^ (l - 7r^(e4^)) 
= ^^(e)(^ - (1 - ^''(e,^)) (# + ie)"! (l - n'ie,^)) 

+ 7r^(e)(# - ie)~^7r'ie,r,)i^ + ie)"! (l - n^e^r,)) G /:^(H), (2.2.22) 

c'est-à-dire que 7r^(e)(^^-|-e^)~^ ~ 7r^(e)(^^+e^)~^7r^(e4jv), avec la relation d'équivalence définie 
précédemment. En itérant ces équivalences, on obtient 

~ vr^(e)(^2 + e2)-ivr^(e,,)(^2 ^ ^2)-i^.(g^^)(^2 ^ ^2)-iV+2 ^ . . . 
~ 7T'ie)if + e^r^7:\e,^){f + e2)-ivr^(e3^) ■ ■ ■ {f + e^'^'ie^M^)- 



En utilisant ensuite l'identité (|2.2.17|) . le dernier terme devient 

7r^(e)(# + ie)-^7:\e){^ - ie)-^7:\e,^){f + e'')-' t:' {e,^) ■ ■ ■ {f + e^)- V^(e,^2) 

+ 7r^(e)(# + ie)-\^y{e)](f + e^Y^'Mif + e^Y^'M ■ ■ ■ {f + e^)-^7,\e,^2). 

Le second terme de la dernière expression est à trace, car composé d'un produit de termes, 
chacun appartenant à CP{Ti.) pour p > N, ainsi que d'un terme dans C{Ti.) pour q > 2A'', d'après 
le lemme 12.2.271 En commutant 7r^(e) encore une fois, on obtient en utilisant la relation d'ordre 
sur les unités locales 

= 7T'{e)if + e^)-'7T'{e){f + s^Y^tt' (cs^) ■ ■ ■ {f + e^Y'^'ie,^^) 

+ 7r'{e){f + e^Y'W,^'ieW " ^eY'^' {e,^)if + e^Y'^'{e,^) ■ ■ ■ {f + e2)-ivr^(e,^,). 
Le dernier terme étant encore à trace, il en résulte que 

7r'{e){f + s'y'' ~ ^'{e){f + e^Y'^'{e){f + e^Y'^'ie^^) ■ ■ ■ + e^Y'^' (e.j.^). 
On obtient finalement le résultat en appliquant cet algorithme {N — 1) fois : 

7r\e){f + e2)-iv ^ {^<^{e){f + e'Y'^'^ie)f. □ 
Corollaire 2.2.38. Tr^ (7r^(c/) [7r^(/), (^^ + ^^Y^ï) = Pour tout g £ S et tout projecteur 

Preuve. C'est une conséquence du lemme précédent, généralisé à n'importe quel projecteur / 
de l'algèbre quasi-locale Ac et appliqué à TT^{g-kgf) (^^ + e'^Y^ à son adjoint. □ 

Nous disposons dorénavant de tous les outils nécessaires pour évaluer la trace de Dixmier. 

Proposition 2.2.39. Soit f £ S, alors chaque trace de Dixmier Tr^^ de 7^^{f) (^^ + e'^)~-^ est 
indépendante de e et de iv, et 

Tr.K(/)(r+.^)--) = ^|^/ d^''^m = j^l d^'^m. 

où ^2N désigne l'hypersurface de la houle unité de M?^ . 

Preuve. Nous allons commencer par démontrer ce résultat pour / G Ac- Soit e une unité locale 
pour / (qui en possède toujours par hypothèse), i.e. e-k^f = f-kgC = f. D'après les lemmes 12.2.351 
et 12.2.371 et parce que C^iTi) est contenu dans le noyau de la trace Dixmier, on obtient 

-^.{^'{f) {f + s'y"") = Tr4^^(/) (vr^(e)(^2 + e'Y'^'{e)Y) . 

Le lemme 12223 appliqué k f = e implique alors que l'opérateur positif (7r^(e)(^^-l-e^)^"'^7r^(e))^ 
appartient à C^^iTi) puisqu'égal à 7r^(e)(^^ -|-e^)~^ plus un terme appartenant à C^{Ti.). Ainsi, 
[4, théorème 5.6] implique (étant donné que la limite converge, toutes les traces de Dixmier 
donneront le même résultat) : 

Tr.(.^(/) if + s'y") = lim(. - 1) Tr [vr^(/) {.'^{e){f + eY'^'{e)Y^] 

«il 

= lim(s - 1) Tr{7T%f)7r'{e)if + e^Y'^'^'ie) + Ens) , (2.2.23) 



ou 

Le lemme Iïï.2.;-i7l montre encore que Ej\[ G C^{Tl). 

Pour s > 1, le premier terme de 7r^(/) (7r^(e)(^^ + e^)^^7r^(e))^* de Ens est à trace. En 
effet, d'après le lemme 0.2.271 et puisque tt^ (e)(^^ + g £P(7^) pour p > A^, nous avons 

7r^(e)(^^ + e^)~^7r^(e) S C^^{TC). Cet opérateur étant positif, on conclut que 

Le second terme, 7r^(/)7r^(e)(^^ + e^)^^*7r^(e) appartient aussi à C^iTi), car 

|K^(e)(#V6^r^V(e)||i = ||(#V6^)-^^/V(e)i = |K^(e)(^V6^^^^^ 

qui est fini d'après le lemme [2.2.261 Ainsi, E^g G C^{7ï) pour tout s > 1. De l'équation (|2.2.23j) . 
il résulte que 



Tr4vr^(/) + ,2yN^ ^ ^. . _ 1) Tr(^^(/)vr^(e)(^2 ^ ^a^-TYs^e^g)) 

l2 , 5x-Ars\ 



lim(s- l)Tr(^''(/)(^' + e2)-^«). 



En appliquant le lemme l2.2.36[ nous obtenons 



+ e')-^) = lim(s - 1) Tr( V) Tr(L5(A + e^)-^^^) 
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2^(2vr)-2^ lim(s - 1) / / d^^C d'^^x /(x) + e^)-^^ 
1 



iV! (27r)^ 

oii l'identité 



'2Afent|2 I ^2\-Ns _ N r(A^(s — 1)) 



r(iVs)e2iV(s-i)' 

ainsi que le comportement r(A^a) ~ 1/Na pour a | 0, ont été utilisés. La proposition est alors 
démontrée pour f G Ac- 

Soit finalement / arbitraire dans 5. Rappelons aussi que {ck^k forme un système d'unités 
approchées pour Ae- D'après la propriété de factorisation forte / = g^^gh avec g,h £ S, le 
corollaire 12.2.381 implique 

= |Tr4(^^(/)-vr^(e,,*,/))(^Ve2)^^)| 

= |Tr4(^^<7) -vr^(ex*«<7))vr^(/i)(#' + e')-^)| 

< 11^^(5) -vr^(e,,^,5)l|oo Tr^^ih) {f + e^"']. 

Etant donné que ||vr^((7) —ir^ {eK*gg)\\oo < (27r6')^^/2|| (7 — 6^*0(7112 tend vers zéro lorsque K croît, 
la preuve est complète car 6^*9/^9 appartient à Ac et car 



Remarque 2.2.40. A partir d'arguments similaires, on peut aussi montrer que pour tout f G S, 



En conclusion : les dimensions spectrale et analytique des plans de Moyal coïncident. Le 
lemme 12.2.351 la proposition 12.2.391 ainsi que la remarque précédente terminent la preuve du 
théorème I2.2.3()l □ 



2.2.3.2 La condition de régularité 

Théorème 2.2.41. Pour f G Aq, les opérateurs bornés 7r^(/) et [^,7r^(/)] appartiennent à 
l'intersection des domaines des puissances de la dérivation Ô(T) := [|^|,T]. 

Dans le cas compact commutatif, la démonstration de ce résultat [23, 55] est grandement 
simplifiée, en remarquant que 

Pi Dom((^") = Pi (Dom(L") n Dom(iî")), 

oîi les opérateurs (sur C{7i)) L et R sont définis par 

L{-):=m-'[f,-], R{-):=[f,-]m~'- (2.2.24) 

Cette simplification vient du fait que les commutateurs avec sont beaucoup plus faciles à 
manipuler que ceux avec |^|. Cependant, dans le cas non compact (commutatif ou non), les 
opérateurs L et iî ne sont pas bien définis, car 1^1"^ ne l'est pas. Une preuve analogue devrait 
exister, en définissant à la place de L et iî les transformations Lx et Rx, pour A réelle, par 

Lx{-) := (1^1 + ixr' •], Rx{-) ■■= \f. •] (1^1 - ^\r'. 

Nous allons démontrer cette condition par une approche plus directe, dont la vertu est de 
rester valable dans le cas commutatif compact ou non. 

Preuve du théorème \2.2.41\ Comme précédemment, puisque [^,7r^(/)] = —iL^{dfj,f)^j^, il est 
suffisant de démontrer le résultat pour 7r^(/). Pour tout n G N et /3 > 0, en itérant l'identité 
spectrale (|2.2.18|) n fois, on obtient pour (5"'(vr^(/)) : 

-l ..-i .A. n (1^1 , i-^m + iAf» n (1^1 , ^ . 

avec une notation évidente pour les commutateurs itérés n fois. 

De [^^vr^(/)] = ^^(/) + 2^(/)^, avec la notation ^(/) := -iL^(9^/) O 7^^, on peut vérifier 
que le terme de plus haut degré en ^ dans le développement de (ad(|^| + /o)^)" (7r^(/)) est 
2"'^"'(/) Pour le reste de la démonstration, nous ne considérerons que les termes de plus 
haut degré en ^. Comme dans la preuve du lemme 12.2.311 tous les commutateurs [|^|,7r^(/)] qui 
apparaissent à cause de la présence artificielle de p, seront traités comme une somme de deux 



opérateurs d'ordre un. Ainsi, 



TT" Jo 7o (If I + P)^ + \ f^^i (If I + P)^ + 



TT'' 



OO /'OO 



^0 
I 

n 



1 

^ -/O JO 



dXn ■ ■ ■ dXi 



i=l 



(2.2.25) 



1 - /■> 



En utilisant dXt^X + t^y^y/X = -k /2,\e premier terme du membre de droite de l'équation 
(I2.2.25|l est égal à 



dX- 



^] =r{f) 



i\^\+p)-' 



qui est un opérateur borné. 

Pour les autres tern 
peut se réécrire comme 



Pour les autres termes, il faut remarquer que le commutateur [ni((l^l + P)^ + ^i) ^) ^"(/)] 



ii((\^\+pf+xr' n 



i=l 



pf+xj),rif) 



n((i#i+p)'+A.rs 



k=l 



et le terme de plus haut degré en ^ est, à une constante près 

n n 

Hm + pf + A.)-i r'-'if) n((i^i + p)' + ^^^-^ 



i=l k=l 

Ainsi la preuve se réduit à montrer que la norme suivante est finie 
dXn ...dXi II ^1^1 / 

'0 ^0 



poc roc y 
■■■ dXn...dXiT\ 
Jo Jo 7"i 



n+1 / f \ Oi Sri— 1 



\m+p? + \ 



n ^ 



li(|^|+p)2 + A, 



< P"^'(/)II 



JO 



n '^^^ 



i=l 



)3-l/n 



+ /))2 + Ai)3/2-l/2n 



(I^I+pF + a, 



3/2+l/2n 



< 



(/)ll / 



(p2 + A)3/2+l/2n 



Cette dernière intégrale est finie pour tout n G N ainsi que la dernière norme, car G Ae C Ag 
pour |a| < n + 1 ; la preuve est alors complète. □ 

2.2.3.3 La condition de finitude 

Lemme 2.2.42. Les vecteurs lisses pour l'opérateur de Dirac sont donnés par 

:= Pi DomC^'^) ~ P^a ® C^^^. 
feeN 



Preuve. Puisque P^.^ est le domaine commun des dérivées partielles 9^, oii fi = 1, . . . ,2N et 
^ = —idfj_ 7^, la conclusion est immédiate. □ 

D'après le lemme l2.2.20| Ae ■= T>i2 est un idéal dans Ae- Alors, TL'^ est un ^g-pullback 
d'un module libre à gauche sur Aq. 

De plus, il y a sur 7i°^ une structure Hermitienne naturelle à valeur dans Ae^ donnée par 

2N 

(Ç I i)' ■= ^ ^j*gVj, pour tout ^, r/ G n°°. 
i=i 

Puisque C Ai^ , le couplage Hermitien (7r^(a)Ç | t])' := a-kg{^ \ rf)' est à valeur dans Ae si 
a S Ag. La proposition I2.2.tlïïl et le lemme H . 2 . 61 implia uent alors 



9™ 
2N 



A^! (27r)^ .^^ 

Ainsi, (Ç I rj) := A! (27r)^(Ç | r/)' est une structure Hermitienne satisfaisant à l'équation (|2.1.5j) . 
Son unicité peut être obtenue en reproduisant la preuve du cas commutatif [55, p. 501]. 
Remarque 2.2.43. De la définition des espaces Or, il est clair que Or C si et seulement 
si r < —N. Soit alors M := \]r<-N^r C V12. L'utilisation de la proposition \2.2.lK indique 
que l'espace M est une -^-algèbre pour le produit -kg et qu'il est un idéal dans Ag = B. Cet espace 
de fonctions a déjà été utilisé en physique, en particulier dans [72]. 

2.2.3.4 Les autres axiomes 

• Les propriétés de commutation/anticommutation avec la structure réelle J, sont évidem- 

ment satisfaites car ni J, ni ni ^ n'ont été déformés. L'axiome de réalité est alors 
satisfait. 

• La condition de premier ordre est une conséquence de l'équation (|2.2.16|) . 

[[^,7T\f)],j7T\g).J-^] = [K%^{f)),J^\g)J-^] = -i[L\d,f)®r,R'{9l®l]=^, 

car par associativité du produit twisté, les opérateurs de multiplication twistée à droite et 
à gauche commutent. 

• La condition d'orientation nécessite un 2A-cycle de Hochschild sur Ag = B. En utilisant le 

plongement du tore non commutatif C°°(T|) d ans B (vu comme sous-algèbre des fonctions 
périodiques avec une période fixée), on obtient le cycle désiré à partir des générateurs 
Uj{x) := e~*^'^, j = 1, . . . ,2A (qui satisfont évidemment aux relations canoniques du tore 
NC). On obtient alors 



(2A)! 



OÙ la représentation vr^ est sous-entendue. 

Théorème 2.2.44. Les plans de Moyal {S,T>£^2, B,7i,^ , J,x) sont des triplets spectraux réels, 
sans unité, connexes de dimension spectrale 2 A. □ 



2.2.4 Remarques sur les contraintes imposées 

Il est normal de se questionner sur la pertinence des choix que nous avons fait, qui 
évidemment ne peuvent être absolument uniques. Cependant, le contenu analytique des données 
{Ag,Ag,Ag,Ti., D, J, x) est sévèrement contraint par les axiomes. 

Tout d'abord et comme remarqué précédemment, le choix de l'algèbre Ag est presque exclu- 
sivement donné par la condition de finitude. En d'autres termes, c'est l'opérateur V qui nous 
nous dit quelle doit être l'algèbre sans unité à considérer. 

Pour le choix du plongement Ag ^ Ag, le fait que Ag soit représentée par des opérateurs 
bornés donne une contrainte 'supérieure'. La condition d'orientabilité donne quant à elle un 
plongement 'minimal'. En effet, Ag doit permettre de construire 'le bon' cycle de Hochschild. 
Dans le cas des plans de Moyal, nous avons vu que l'appartenance des ondes planes au plongement 
choisi est une contrainte décisive. 

Concernant l'algèbre intermédiaire Ag, les contraintes imposées sont de nature purement 
analytique {a{V - A)"'' G pour tout a G Ag). Au vu des techniques utilisées dans le cas 

des plans de Moyal, l'algèbre Ag doit d'une part être inclue dans l'intersection des fonctions 
sommable et de carré sommable et d'autre part doit satisfaire à la propriété de factorisation 
forte. Pour l'heure, seule (S, -kg) est connue pour satisfaire à toutes ces conditions. 

Notons finalement que les contraintes imposées par la condition de régularité sont en fait 
relativement faibles. 

2.3 Application aux déformations isospectrales 

Nous allons regarder maintenant les points clefs de la construction de triplets spectraux sans 
unité associés aux déformations isospectrales non compactes. 

Rappelons que la construction de nouveaux triplets spectraux (à unité) [24], fut la motivation 
première pour introduire les déformations isospectrales périodiques. Ainsi, à une déformation 
isospectrale périodique et compacte, on peut associer canoniquement un triplet spectral satis- 
faisant à toutes les conditions requises [14]. En effet, d'une part la construction de Connes- 
Dubois- Violette [25] donne directement accès à une 'pré-C*-algèbre lisse' C°°{Mq) et d'autre 
part, C°°(Me) ayant une unité et le reste du triplet n'étant pas déformé, tous les autres axiomes 
sont directement satisfaits. 

Nous n'allons donner que des résultat partiels dans les cas génériques non compacts (périodi- 
ques et non périodiques). Il y a deux raisons principales à cela. Tout d'abord, comparativement 
aux plans de Moyal, la 'technologie algébrique' n'est pas suffisamment élaborée ; ce travail est 
en cours. Deuxièmenent, il résulte de l'étude précédente, que la condition déterminante pour 
l'élaboration de triplets spectraux sans unité est celle de la dimension spectrale. 

Nous allons alors nous borner à démontrer qu'elle est satisfaite aussi dans les cas courbes. 
Pour ce faire, l'outil principal sera une estimation du comportement du noyau de la chaleur sur 
sa diagonale. Nous verrons aussi au chapitre 01 que son comportement hors de la diagonale est 
primordial pour l'étude des théories quantiques des champs sur déformations isospectrales. 

2.3.1 Noyau de la chaleur et classes de Schatten 

Dans ce paragraphe, nous allons établir des estimations pour les normes de Schatten des 
opérateurs Mj(l + A)~'^ et Lf{l + A)~^ agissant sur l'espace de Hilbert réduit Tir := L'^{M, jjg). 



Ici, A désigne encore le Laplacien {d + d*)^ restreint aux 0- formes. De telles estimations seront 
obtenues en utilisant le comportement du noyau de la chaleur sur sa diagonale, la présentation 
en terme de transformée de Laplace des opérateurs (1 + A)~'^, ainsi que la pr op osition 1 1 . 2 . 131 et 
le théorème 11.2.161 

Nous avons besoin de faire de plus amples hypothèses sur le 'comportement de la géométrie 
à l'infini'. Dorénavant, Kt{p,p') désignera le noyau de la chaleur, i.e. le noyau du semi-groupe 
de la chaleur e~*^. Rappelons qu'en toute généralité, Kt{p,p') est une fonction indéfiniment 
différentiable, strictement positive et symétrique sur M x M x (0,oo) [27, théorème 5.2.1]. 



Dans le reste de ce chapitre, nous allons supposer que M est une variété Riemannienne 
connexe, complète, de dimension n > 2 et de plus, qu'une des deux hypothèses suivantes soit 
satisfaite. 

Soit B{p,r) := {p' £ M : dg{p,p') < r} la boule géodésique centrée en p et de rayon r. La 
constante isopérimétrique Z{M) de la variété, est donnée [8, p. 96] par 

KM) :=,„f.'^(»"'" 



où Vl varie dans l'ensemble des sous-variétés de M ayant une fermeture compacte et un bord 
lisse. Ici, V{^) et A{d^) sont respectivement le volume et l'aire Riemannien de il et de dVl. 
Les hyphothèses supplémentaires sur le comportement de la géométrie à l'infini sont : 

(I) M n'est pas compacte et il existe a > tel que suppfz ^ I{B{p, a))~^ < oo. (Cette propriété 
est en particulier vérifiée lorsque M a une constante isopérimétrique strictement positive : 
1{M) > 0.) 

(II) M a une courbure de Ricci bornée inférieurement, c'est-à-dire, I{icci{p,p) > (n — 1) X) 
pour tout p £ M et pour une certaine constante x- 

D'après [9, théorème 3.9], ceci entraîne que suppg^j a))^-"^ < co, pour un certain 

a > 0. 

Dans [8, théorème 8, p. 198], il est démontré que si M satisfait à l'hypothèse (I), alors le 
noyau de la chaleur est borné inférieurement : pour tout p G M et r > pour lequel B{p,r) 
appartient à l'image de l'application exponentielle exp^, on a 

Kt{p,p) <Ci{n){t-''/^ +r-^''+^h)I{B{p,r))-\ (2.3.1) 

Des estimations différentes sont données dans [28, lemme 15] (voir aussi [27]) lorsque la 
condition (II) est satisfaite : en se donnant e > 0, il existe une constante telle que pour tout 
t > et p G M, on ait 

< Kt{p,p) < c,(n)y(S(p,ti/2))-ie(^-^)*, 
où E := inf sp(A) > 0. Etant donné que [10, proposition 4.1], 

y(S(p,r)) > cr"y(B(p, 1)) pour < r < 1, 

on obtient alors 

jC2{e)t--/^V{B{p,l))-'e(^-^)\ t < 1, 
Kt{p,p)<< . (2.3.2 

\C3i£)V{B{p,l)) ie(" t > 1. 



Que les suprema soient finis dans les hyphothèses (I) ou (II) ne joue aucun rôle dans les 
estimations ()2.c{.l() et ()2.3.2() . mais c'est une condition suffisante pour obtenir le lemme 0.3.21 

Lemme 2.3.1. Supposons que la courbure de Ricci de {M, g) soit bornée inférieurement. Alors 
le semi-groupe de la chaleur est une contraction préservant la positivité sur U'{M, fXg), pour 
1 < p < oo. 

Preuve. La propriété de préservation de la positivité (</> > implique e^*^0 > 0) est une 
propriété générale des Laplacien de Dirichlet (voir [27, théorème 5.2.1] ou [29]) ; on peut alors 
appliquer le critère de Beurling-Deny [87, théorème XIII. 51] : un semi-groupe préservant la 
positivité est une contraction sur L°°(M, ^Ug) pour tout t > si et seulement si il est une 
contraction sur chaque L/'{M,fj,g) pour tout t > 0. Alors, pour cp G L°^{M, ^g), on a 

||e-*^0||oo = sup / Kt{p,p')4>{p')f^gip') < sup ||<A||oo / Ktip,p')figip') = ||<A||oo. 

pGA/ JM p£M JM 

Nous avons utilisé ici la positivité du noyau de la chaleur Kt et de la forme volume Riemannienne 
fig, ainsi que la loi de conservation de probabilité Jj^^ Kt{p,p') iJ-gip') = 1 qui est satisfaite pour 
toute variété complète avec courbure de Ricci bornée inférieurement (voir [8, théorème 5, p. 191] 
ou [27, théorème 5.2.6, p. 153]). □ 

Lemme 2.3.2. Supposons que M satisfasse (I) ou (II) ; alors (1 + A)^'^ est un opérateur borné 
de L'^{M,^g) vers L°^{M,^g) pour tout k > n/4. 

Preuve. Soit G L'^{M,fig). En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, la positivité ainsi que 
la symétrie de -/^(i+a)-^) positivité de fig, la règle de produit pour les noyaux d'opérateurs et 
la présentation en terme de transformée de Laplace 



(1 + A)-2'= = r(2fc)-l / t2fc-lg-t(l+A)^^^ 
JO 



nous obtenons 

ll(l+A)-^ 



lie = sup 



2 

M 

/M 2 



< ml sup / /i<;(pOl%+A)-^(P,P')l' 
pGA/ Jm 



2 sup / /ig(p')^(l+A)-fe(P)P')^(l+A)-fe(p'>P) 
pdMJM 

2 SUY> KM_^^y2k{p,p) 

peM 



1 

/ dtt^''-^e-'Ktip,p). 



2 
2 

p&M 



Par hypothèse, les estimations (|2.3.1j) et (|2.3.2|) donnent 

Kt{P,P) < Cl (t""/' + C2t) max(e(^°-^)*, 1) 

pour des constantes ci, C2, indépendantes de p et pour un e = eo < 1 fixé. Alors, l'intégrale sur 
t est finie lorsque k > n/4, donc ||(1 + Ay^^^o < c{k) \\<p\\2- □ 



Nous arrivons au résultat principal de ce paragraphe. 

Proposition 2.3.3. Si M satisfait (I) ou (II), alors pour tout f G L^{AI,^g) et tout k > n/4, 
l'opérateur Mj (1 + A)^'^ est Hilbert-Schmidt et satisfait 

\\Mfil + A)-^\\2<Ck{n)\\f\\2. 

Preuve. Que Mf (l+A)"'^ soit un opérateur de Hilbert-Schmidt est une conséquence du principe 
de factorisation de Grothendieck [61] : se donnant deux opérateurs bornés 

Ae C{L\X,fi),L'=^{X,fi)) et S G £(L°°(X, L2(X, ^)), 

leur produit BA est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur L'^{X,fi). 

Etant donné que pour / G L"^ {M , fj,g) , Mf est borné de L°°{M,fj,g) vers L'^{M,jig), le 
lemme 12.3.21 montre que Mf (1 + A)~'^ est Hilbert-Schmidt pour k > n/4. Pour l'estimation 
de la norme de Hilbert-Schmidt nous utilisons encore (|2.:-{.H) . (|2.H.2j) . ainsi que la représentation 
en termes de transformée de Laplace : 

/m2 



\Mf (1 + A)-'=||i = f f,g{p) ^^g{p') |/(p)P|% + A)-^fep')l 



lJ-gip)\fip)\ ^(1+A)-2'=(P>P) 
AI 



T{2k)L l^9{p)\fip)? dtt''-'e~'Kt{p,p) < Ck{n) 



oii nous avons utilisé les mêmes estimations sur l'intégrale en t que dans le lemme 12.3.21 la 
symétrie et la règle du produit pour le noyau K(i-\./\)~k. □ 

Remarque 2.3.4. Au vu des techniques employées, on peut généraliser ce résultat au moins 
pour les opérateurs de la forme Mf h{y/~K) où h est la transformée de Laplace d'une fonction qui 
se comporte comme t^~^ lorsque t i 0, pour k > n/A et qui décroît suffisamment vite à l'infini. 

Nous allons, toujours par interpolation complexe, obtenir des propriétés d'existence analogues 
à celles obtenues lors du paragraphe précédent, pour les autres classes de Schatten. 

Théorème 2.3.5. Si M satisfait (I) ou (II), lorsque f G L^{M,^g) pour 2 < p < oo et 
k > n/2p, on a Mf (1 + A)^'= G 

Preuve. Le cas p = 2 a été obtenu dans la proposition 12.3.31 Pour p = oo, on a 

\\Mf (1 + A)-'=|| < IIM^II 11(1 + A)^'=|| < ll/IU sup (1 + = 



Nous allons encore établir le résultat pour 2 < p < oo par interpolation complexe. Premièrement, 
on peut toujours supposer / positive, car 



\Mf\\ = \\M\f\l ||M/(1 + A)-'=||2 = ||M|^|(1 + A) 



-fci 



2- 



Alors, pour / > appartenant à LP(M,fj,g), on définit l'application 

"^p : z Mf 



Fp : z ^ Mf (1 + A)-^P^ 



pour tout z dans la bande 5:={zGC:0<3Îz<^}. Pour tout y G M, l'opérateur 
^piw) = Mjipy (l + Ay^Py est bornée, avec < 1 ; et pour z = ^ + iy, la proposition [TïïiSl 

montre que 

\\Fpil + iy)h = \\Mf,;2 (1 + A)-''P/% < Cfcp/2(n) \\r/% = C^^i^{n) mj\ 

qui est fini car k > n/2p. Par interpolation complexe [100] on obtient que Fp{z) G C^^^^(TCr) 
pour tout z £ S, et 

< C,,„{nr^ lir/^llf ^ = C,,/,{nr^ ll/llf ^ 



Ainsi, pour z = l/p 



= \\Mf (1 + A)-%p < C7fcp/2l 



\2/p 



n) IL, iip. 



qui conclut la preuve. □ 

Nous allons ensuite obtenir l'analogue de ce résultat pour les opérateurs déformés, en utilisant 
la propriété fondamentale de l'invariance de la norme de Hilbert-Schmidt pour les déformations 
isospectrales flemme ll.2.16() . ainsi que la borne sur la norme de f proposition 11.2 ■Tïï)) . Nous 
ne formulerons cette proposition que pour les opérateurs de multiplication à gauche, mais 
évidemment, elle sera vraie aussi dans le cas de la multiplication twistée à droite. 

Proposition 2.3.6. Soient 2 < p < oo et f £ C^{M) où M satisfait à (I) ou (II). Alors, dans 
le cas d'une action a isométrique, lisse et propre du groupe Abélien M', Lj {1 + A)^'^ G CP{7ïr) 
pour tout k > n/2p. 

Preuve. La preuve étant essentiellement la même que celle du théorème précédent, nous allons 
seulement l'esquisser. Les théorèmes 11. 2.1(11 et 12. impliquent que pour k > n/4, 

\\Lf (1 + A^h = \\Mf (1 + A)-'=||2 < Cfc(n) ||/||2. 

De plus, par (|1.2.11jl . 

\\Lf{l + A)-'\\ < IIL^II <à(0 sup / \il + AyYai fip)\d'y=:u;{f;r,l,n), 

qui est fini lorsque r > 1/2. En définissant Gp{z) := Lj (1 + A)"'^^^ pour z G 5 et A; > n/2p, on 
conclut que pour tout y G M, 

\\Gpiiy)\\ = \\Lj{l + Ar''Py\\<u;{f;r,l,n), 

et 

WGpih + iy)h = \\Lf (1 + A)-'^Py/% < Ckp/2{n) Wfh- 
Une fois encore, on obtient le résultat par interpolation complexe : 

\\Lf (1 + A)-% = \\G,{p-')t < WGpmÙ'^' \\Gp{2-')\\l^^ 

<.;(/;r,/,n)i-2/î'C,p/2(n)2/P||/||2/P. □ 



Remarque 2.3.7. Les conclusions de la proposition précédente peuvent s'étendre au cas p = 1 
dans de nombreuses situations. En particulier, pour les plans de Moyal en utilisant la propriété 
de factorisation forte (Proposition 2.2.6), et dans le cas général lorsque f = g-kgh pour g,h 
C^{M). En effet, pour k > n/2, avec n > 2, en écrivant k = 1 + ô on a 



Lf{l + A)-'= = Lg{l + A)-'Lh{l + A)-^ + Lg{l + A)-'[A, Lh]{l + A)" 



1-5 



On obtient le résultat en utilisant la proposition précédente, les inégalités de Hôlder et en re- 
marquant que le commutateur [A, L/j] est égal à une somme d'opérateurs de multiplication twisté 
fois un opérateur différentiel d'ordre un, qui multiplié avec le facteur supplémentaire (1 + A)~"^ 
donne un opérateur borné. 

Nous allons montrer maintenant que la proposition précédente s'étend naturellement au fibré 
spinoriel. 

Corollaire 2.3.8. Soit 2<p<ooetf£ C^{M). Sous les hypothèses de la proposition 
précédente, Lf (1 + Ip"^)"^ et Lj (1 + \Ip\)~'^^ appartiennent à C^{Ti.) pour tout k > n/2p. 

Démonstration. L'opérateur (1 + + \Ip\)~'^^ étant borné, il est suffisant de considérer le 

cas Lf [1 + Ip'^)~^ . Pour cet opérateur, en utilisant la formule de Lichnerowicz 

^^ = A + iiî, (2.3.3) 

oii R est le scalaire de courbure, on obtient le résultat par comparaison 



(1 + ^ (1 + _ 1^(1 + jp2yU 



□ 



Avant de clore ce paragraphe, nous allons montrer que les commutateurs suivant possèdent 
les mêmes propriétés de sommabilité que celles de Lf{l + Ip'^)~^. 

Lemme 2.3.9. Si f £ C^{M) et 2 < p < oo, alors les opérateurs 

[ip, Lf] (1 + ip')-'', [\ipiLf] (1 + ip'r', [(1 + ip')iLf] (1 + ^2)-^ 
[]p,Lf] (1 + mr'', m,Lf] (i + mr''. ki +^^)i%] (i + mr'' 

appartiennent tous à D'iTi) lorsque k > n/2p. 

Démonstration. Comme remarqué précédemment, il est suffisant d'établir le lemme dans le cas 
(1 + ^')-^ 

Pour [Ip, Lf\{\ + Ip'^)~^, c'est une conséquence directe de la propriété d'isométrie de l'action : 
étant donné que Ip commute avec (le relèvement de) l'action, on obtient 

Ainsi, la preuve de la proposition 12.3.61 s'applique avec Ip f à la place de / car (avec un petit 
abus de notation) Ipf £ C^{M). 

Pour [|^|,Lj], la preuve se déduit des précédentes, en utilisant l'identité spectrale pour un 
opérateur positif A : 

, 1 /-"^ dX , 

A=- \ . 2.3.4 



Ainsi, pour n'importe quel réel strictement positif p, 



[\IplLf] = [\Ip\+P,Lf] 



1 



vr7o (|^| + p)2 + A 



1 



7r7o m+P? + ^ 



[ipW.Lf] + [Ip,Lf]Ip + 2p\Ip\Lf - 2pLf\Ip\) 



1 



Considérons les différents termes : vu que [Ip^Lf] = Ljpj, ils sont tous du même ordre en Ip ; cela 
nous permet de ne traiter en détail que le premier terme, pour les autres la preuve est identique. 

En commutant [^, Lj] avec le facteur {{\Ip\ + pY + X)~^ à sa gauche, le premier terme de la 
dernière équation devient : 



1 

m\+pY+)^? 
1 

+ - 

vr 

1 ip 



2\IP\+I> 



VXdX 



+2p\m[ip,Lf]-2p[ip,Lf]\m 

Vu que -^(1^1 + est borné, le corollaire 12.3.81 montre que 



(I^I+pF + a 



VXdX. 



[ip,Lf] (1 + ip^y^ £ CP{n) lorsque k > n/p. 



m+p 



Pour les quatre autres termes, par exemple pour le premier, on obtient (et similairement pour 
les trois autres) : 



^Jo ((|^|+P)2 + A) 

<\\[ip,[ip,Lj]]{i + \m) 



1 



-kl 



'TT 



m+p)'+^ 

2 



VXdX 



<ll[^,[^,L^]](i + i^iri^- 
= ^IIV/(i + i^irllp 



m+pY+^ 



m+p?+>^ 



VXdX 



(p2 + A)2 



dX 



qui est fini d'après le même corollaire. 

Pour [(1 + ^2)1/2, Lj], la preuve est essentiellement la même, en utilisant la représentation 
spectrale (|2.3.4|) appliquée à l'opérateur positif (1 + ^^)^/2_ □ 



2.3.2 Classes de Schatten faibles 

Nous allons maintenant démontrer que les déformations isospectrales des variétés spinorielles 
non compactes ont pour dimension spectrale celle classique, i.e. celle de la variété. 

La proposition suivante utilise l'estimation (2.3.1) ou (2.3.2) pour donner une version 
améliorée de l'inégalité de Cwikel (lemme 2.2.32). 



Proposition 2.3.10. Soit f G C^{M). Alors 

Démonstration. Choisissons un nombre m tel que < m < 1. On définit les opérateurs positifs 



Jo 



Bk ■= Lf 
C :=L; 



t-y^ e-t{i+^) dt L 



^2k 
OO 



/' 



/' 



pour tout /c G N (la valeur de k la plus commode sera choisie plus tard). Leur somme est 
évidemment A^ + Bk + C = T{^) + A)-V2Lj pour tout k eN. 

Montrons tout d'abord que C appartient à toutes les classes de Schatten C^{TCr) pour p > 1. 
En effet, en utilisant le théorème 11.2.161 ainsi que (2.3.1) ou (2.3.2), on obtient 



|C||i 



L 



1/2 



^-l/2g-t(l+A) 



Mf 



^-l/2g-t(l+A) 



1/2 



M 



\f{p)\' 



t-^/\-' Kt{p,p) iig{p)dt 



< c 



M 



2- 



Ainsi C G C^iUr) C C'^^iUr). 

De plus, on obtient l'estimation suivante pour la norme opératorielle de A^ ■ 



\Ak\\ < \\L 



f\ 



t-i/2||e~t{i+A)||^^< ||^^||2 / t-^/^dt = 2\\LffmK 



D'après le théorème 11.2.161 on peut aussi estimer i?^ en norme de trace 



\B, 



k\\l 



M 



\f{p)\^Kt{p,p)flg{p)dt 



<c / |/(p)|Vs(p) / t-(^^'^/^dt 



M 

ciLfila 



— (m' 
n - 1 ^ 

<c'||fll^m-'=("-i) 



-fc(n-l) 



car m < 1. 

Par l'inégalité de Fan — voir [100] — , on peut estimer la j-ième valeur singulière de 
D:=Ak + Bk : 

fij{D) = fijiAk + Bk) < fii{Ak) + fij{Bk) 

< \\Ak\\ +r^\\Bk\\i 

< 2 ||L/||2 m'' + c' WfWl r ^ 



Finalement, se donnant j et m. < 1, on peut choisir A; G N qui soit tel que m'^ < j < m'' ^. 

Ainsi, j-i 772^'ï^("^i) < ^(fc-i)n j^-fc(n-i) = et donc 

fij{D)<c{f,n,m)r'/^, 

qui termine la preuve car L/ (1 + A)~^/2 = r(i)~i(C + Z)). □ 

Ce résultat a un corollaire immédiat. 
Corollaire 2.3.11. Soit f,h £ C^{M). Alors Lf {1 + A)-^/"^ Lh £ C^'^^inr). 

Démonstration. On obtient le résultat par polarisation, i.e. en additionnant 

Lu±-h) (1 + L^f-^^^ et L(^±,^) (1 + A)-V2 l^^-^.^). □ 

Une fois encore, ce résultat se relève à l'espace de Hilbert des spineurs de carré intégrable. 

Corollaire 2.3.12. Soit f,h £ C^{M). Alors Lf{l + Ip'^)-^/'^ Lh et Lf{l + Lh sont 

dans 

Démonstration. Décomposons le deuxième opérateur comme 

L, (1 + mr' L, = Ljii+ tr'i'u.^^^ + %(i + tr"' 



i + \ip\ ' \ 



+ Lf{l + Ip^^l^ [(1 + Ip^f'\Lh] (1 + 1^1)-^ 

Vu que L^(l + |^|)-i, [|^|, + i, Lf{l + Ip^T^^ et [{l + Ip^Yl\Ln]{l + ^y^^ 

appartiennent tous à C^^{7ï) d'après le lemme l2.3.9| et comme 

(l + ^2)V2(i + |^|)-i est borné, 
il est suffisant de démonter le corollaire pour (1 + Jj)^~)~^l'^ L^. 

Par l'identité ()2.3.4[) et la formule de Lichnerowicz une fois encore, on obtient 

^ttJo (i + a)-i(1- iiî(l + ^')-i) + A ^/Â 



(l + A)-i + A 4(l + A)-i + A (i + ip^)-i + x 

r n , Arv2r , v r( (^+^)'' R 



(i + ^2)-i + Ay ^/x 



Le premier terme appartient à d'après le corollaire I2.H.1H les deux autres sont dans 

O'iH) car 



-R- 



d\ 



(1 + A)-i + A^^(i + + A 

< ||L/(l + A)-2||„||iî(l + ^2)-i||||L^|| / 

Jo 



:i + A)-i + A 



(1 + ^2^-1 + A 



dX 

71 



roc 

<4||Lj(l + A)-2||„||L^|| / — 



1 dX 



qui est fini d'après la proposition 12.3.61 Aussi, la proposition l2.3.6l et le corollaire l2.,3.81 impliquent 



que 



' Jo (1+^)')-i + A\/à 

<||L^(l + A)-^||„||iî(l + ^^)-iL;,|| Y+X^ 



1 dX 



est fini. Finalement, comme C^{7i) C C^'''°°(7i), la preuve est complète. 



□ 



2.3.3 Calcul de la trace de Dixmier : le cas périodique 

Une discussion heuristique 

Dans ce paragraphe, nous allons voir que la trace de Dixmier donne lieux à un invariant de la 
déformation, tenant exactement le même rôle que la trace ordinaire. Avant de démontrer cette 
propriété, c'est-à-dire 

TTULf{l + I/)y''/^)=TrUMf{l+l/)Y^/^), pour tout fGC^{M), 

(ou au niveau scalaire, i.e. lorsque Lf agit sur Tir, avec 

(l + A)-"/2 à la place de {l + ip^y^'^), 
nous allons donner un argument heuristique pour montrer combien ce résultat est naturel. 

Pour cette fin, nous allons utiliser la définition de Lf pour / G C^{M), en terme d'intégrale 
à valeur opérateur (équation 1.2.7). En utilisant cette présentation, la propriété de trace de la 
trace de Dixmier ainsi que la commutativité de l'opérateur de Dirac (ou du Laplacien) avec les 
unitaires Vz, le résultat serait immédiat si nous pouvions échanger la trace de Dixmier avec les 
intégrales de Lebesgue : 

TrUiLf (1 + = (2^)-' Tr^ (^^^ e^^^ Vi^^ Mj V_i^^_^ d'y éz (1 + 1/)')-^/''^ 

= (27r)-' / e-'y'TiUVi^ Mj (1 + y . )éyd'z 

= (2^)-' / e~'y'TiUMf{l + ip^)-'^/^V^z)d'yd'z 
Jm 

= Tr^ (^Mf (1 + ^2)-n/2 So{z) d'z^ 
= Tr^ (M^(l + ^2)-n/2^^ 



Cependant, l'échange de la trace de Dixmier avec l'intégrale est loin d'être rigoureux : ces 
intégrales sont oscillantes et la trace de Dixmier n'obéit par en général à la convergence dominée. 

Pour les déformations non périodiques, nous allons démontrer ce résultat en passant par un 
calcul de résidu de fonction zêta. Nous allons commencer par l'établir dans le cas plus simple 
des déformations périodiques. 

Le cas périodique non compacte 

La décomposition en sous-espaces spectraux de / G C^(M) donne un accès direct à la 
Dixmier-traçabilité des opérateurs Lf (l+A)^"/^ agissant sur Tir = L'^{M, fig) et Lj (1+-^^)""/^ 
agissant sur Ti = Lp'i^M, S), ainsi qu'à la valeur de leur trace de Dixmier. 

Proposition 2.3.13. Soit a une action effective lisse et isométrique de T' sur M, avec l > 2, 
et soit f G C^{M). Alors, l'opérateur Lf (1 + A)""/^ est Dixmier-traable sur Hr, et la valeur 
de sa trace de Dixmier est indépendante de ui : 

TrULf (1 + A)-"/2) = c'{n) So,r [ fr l^g = C'in) [ fo M„ 

JM Jm 

OÙ C'{n) := r2„/n (27r)", f2„ est le volume de la sphère unité de M", et f = fr est la 

décomposition de f en composantes homogènes. 

Démonstration. Chaque fr satisfait à «^(/r) = e~^^^ fr pour tout z G T'. Vu que [Mf^,Vz] = 
Mf^.{l — e^'^^^)Vz, on en déduit que [Mf^,V i ] = par antisymétrie de la matrice de 

déformation. 

D'après [91, Prop. 15], Mf (1 + A)-"/^ appartient à C^^°°{Hr) et de plus 

||M_^(l + A)-'^/2||i,^ <Ci(n) ll/lloo. 

Cette estimation est obtenue par une partition (finie) de l'unité sur le compact supp/ et en 
appliquant le théorème de Weyl. On obtient alors, 

\\Lf (1 + A)-"/2||i,oo < Y. Il^/.^_i0. (1 + A)""/'lll,oo 

<^||M;,(l + A)-'^/2||i,^ 
<Ci(n)5;i|M|oo, 

car chaque fr est à support (compact) contenu dans T' • (supp/). Ces estimations donnent la 
Dixmier-traçabilité, étant donné que la décomposition en sous-espaces spectraux est convergente 
dans la norme || • ||oo- 

Pour le calcul de la trace Dixmier, il suffit de remarquer que pour tout z G T^, 

TV,(L/, (1 + A)-'^/2) = IV^(F, Mf^ y (1 + A)-"/2 y_,) 
= IV,(M„^(;^)F_i^^(l + A)-"/2) 
= e--TV,(M^,F . (H-A)-"/2), 



qui est différent de zéro si et seulement si r = 0. Ainsi, 



TV^ (L/,, (1 + A)-"/2) = Tr^ (m^„ (1 + A)-"/^) ^^^^ = c'{n) 5o,r [ fo 

J M 



La dernière égalité est obtenue (cf. [91]) par calcul du résidu de Wodzicki de l'opérateur 
M/(l + A)-'^/2. □ 

Corollaire 2.3.14. Sous les hypothèses de la proposition précédente, l'opérateur Lf (1+^^)""'/^ 
est Dixmier-traçahle sur 7i pour f £ C^{M) ; de plus, la valeur de sa trace de Dixmier est 
indépendante de uj : 



TTULfil + I/)y''/^) = Cin)ôo,r [ frf^g = Cin) [ fo 

Jm j m 



où C{n) := 2l-"'/^Jr2„/n (27r)", avec 2l-"/^J le rang du fibré spinoriel. 

Démonstration. En utilisant la formule de Lichnerowicz Ip"^ = A + jR, la Dixmier-traçabilité 
est obtenue par comparaison : 

{l + Ip\^ = {l + ^)-\l-\R{l + Ip'')-^). (2.3.5) 

Pour le calcul de la trace de Dixmier, on peut appliquer les arguments de la proposition 
précédente. On obtient le résultat en remarquant que, modulo le facteur 2l-"/^J, les symboles 
principaux de (1 + ^^)-"/2 et de (1 + A)-"/^ gont identiques (cf. équation (lÏÏXÏÏl V Ainsi les 
opérateurs M/^(l + Ip^Y'^l'^ et M/,.(l + A)-"/^ ont le même résidu de Wodzicki, à un facteur 
constant près. □ 



2.3.4 Calcul de la trace de Dixmier : le cas non périodique 

Dans ce paragraphe, nous allons établir le théorème suivant : 

Théorème 2.3.15. Soit M une variété Riemannienne à spin, non compacte, sans bord, connexe, 
complète, satisfaisant à (I) ou (II), avec un scalaire de courbure borné et munie d'une action 
lisse propre et isométrique de M'. Si f £ C^{M), alors Lf {l + l^l)"" appartient à jC^'°°{H) et 
la valeur de sa trace Dixmier est donnée par 

TV4L;(l + |^|)-")=Tr4M^(l + |^|)-")=C(n) [ f{p)f,gip), 

JM 

OÙ C{n) = 2L"/2J î7„/n(27r)". 

Dans le cas non périodique, la variété M est nécessairement de la forme 1/ x M', où le groupe 
m' agit par translation sur le second facteur. En effet, une action propre du groupe additif M} 
est automatiquement libre, car le seul sous-groupe compact de M' est le sous-groupe trivial {0}. 
Ainsi la projection sur l'espace des orbites vr : M ^ M/R' définit une projection de M'-fibré 
principal [38, Thm. 1.11.4]. Remarquons que l'action soit propre, a été cruciallement utilisé dans 
la proD osition 1 1 . 2 . Jïïl pour montrer que les opérateurs de multiplication twistée sont bornés. Or 
un M'-fibré principal possède une section (lisse) globale, il est donc automatiquement trivial 
(voir [31, §16.14.5]). 

Ainsi M = V xR'-, où V est une variété lisse, non nécessairement compacte de dimension 
k = n — l, qui est munie d'une structure Riemannienne, induite de celle de M, et vr : M — > 1/ 



est juste la projection sur le premier facteur. Si est une partition de l'unité localement 

finie sur V, où chaque cpj est lisse et à support compact, on peut définir une partition de l'unité 
a-invariante {V'j} sur M, en posant ipj := o tt. Pour tout / E C^(M), la somme / = fil)^ 
est finie car supp/ est compact ; étant donné que est a-invariant, on obtient directement 

j j 

Pour manipuler des opérateurs du type Lf h{lp), on peut sans perte de généralité se restreindre 
a une seule carte de V. 

Notons X := {x^, . . . ,x^) et x := {x^^^ , . . . ,x^) respectivement les coordonnées transverses 
et longitudinales sur M. Il est aussi immédiat de remarquer que l'opérateur Lf est pseudod- 
ifférentiel, de symbole 

a[Lf]{x,x-iî) = f{x,x- ieÇ). (2.3.6) 
En effet, pour tout ip £7i,la définition 11.2.121 montre que 

Lf4^{x,x) = = [ e-'~^yai {f){x,x)V.y^{x,x)éîd'y 

= (2^)-' / e-'^y/ix, X - ieÇ) ^Pix, x + y) d'îéy 

= (27r)-" / e-'^'^y-^^e-'^'^y-^^ fix,x-^eôHy,y)d^Cd^yd'^^ 

Proposition 2.3.16. Sous les hyphothèse du théorème \2. '3.15\. si f Çi C^{M) alors Lf{l + 
appartient à Û^°°{H). 

Démonstration. Pour x fixé, la fonction x i— > f{x,x) est dans C^{M}), et donc peut être 
décomposée dans la base de Wigner {fmn}, avec m,n E N'/^ : 

— ^ ^ Cmra (^) /mra (^) ; 
m,n 

OU les coefficients matriciels Cuin 

sont des éléments de C^{V). 
Se donnant deux fonctions de la sorte, f{x,x) = Yl'^mnix) fmn{x), 
h{x, x) = dmn{x) fmn{x), Icur produit twisté devient un produit matriciel dans les variables x : 

= Cmkix)dkn{x) fmnix). (2.3.7) 

m,n,k 

Ainsi, l'opérateur Lf peut être vu comme appartenant à l'algèbre Moo{C^ (V)) avec des éléments 
de matrices (à valeurs dans C^ÇV)) à décroissance rapide. 

Ainsi, on peut étendre la propriété de factorisation forte (proposition 2.2.6) à ce contexte : 
pour tout / G C^{M), il existe h,k £ C^{M) qui sont des fonctions Schwartz dans les variables 
S, à support compact sur V et tel que 

f{x,x) = (hi.Qk){x,x). (2.3.8) 

Par factorisations répétées (permettant d'écrire / comme un produit de n fonctions de la sorte) 
et par commutateurs itérés (exactement comme dans le Corollaire 2.2.34 et le lemme 2.2.35), on 



peut faire apparaître Lf{l + \lp\)~^ comme un produit de n termes de la forme Lh{l + \lp\)^^ L^, 
chacun d'entre eux appartenant à C"''°^(7i) d'après le corollaire 12.3.121 plus un extra terme 
dans C^{H). Finalement, l'inégalité de Hôlder pour les classes de Schatten faibles, implique que 
Lj(l + 1^1)-" G □ 

Nous allons introduire une famille d'unités locales, en généralisant la construction du para- 
graphe 2.2. 

Définition 2.3.17. La variété V pouvant être vue comme une union de compacts Ci, chacun 
étant contenu dans l'intérieur de Cj+i, on définit les fonctions Xij P(^f ■ Xi •= 1 Ci et Xi ■= 
ailleurs. Pour tout K G'N, soit la fonction ex définie par 

eK{x,x):= ^ XK{x)fnn{x), 

\n\<K 

OÙ \n\ = ni + • • • + ni/2- Ainsi ex est réél, ck^q^k = ex d'après (|2.3.7|) et L^j^ est un projecteur 
orthogonal surTC. Soit ensuite, fx '■= ^x'^Qf-k^ex, ou plus explicitement 

fx{x,x):= ^ XK{x)Cmn{x) fmn{x). (2.3.9) 
\m\,\n\<K 

Par construction, ex^^^fx = fx^s^x = Ik- 

L'opérateur Lêk(1 + l-^l)~"-^eK est Dixmier-traçable : dans la proposition 12.3.10) ainsi que 
dans la suite, on peut remplacer / par ex même si il n'appartient pas à C^{M), étant donné 
qu'il reste à décroissance rapide. La propriété de trace de la trace de Dixmier implique alors que 

Tr4L;,,(l + 1^1)-") = Tr^Lf^L^^il + |^|)-"Le^). 

Comme Lj^^ est borné, le théorème 5.6 de [4] montre que si la limite 

lim(. - 1) Tr(L;^(Le,.(l + |^|)-"Le,)^) , 

existe, alors elle coïncidera avec la valeur de toute trace de Dixmier de l'opérateur Lj^ (1+|^|)~". 
Lemme 2.3.18. La norme trace 

||L^^(Le,,(l + mr^^LeJ' - LfA^ + (2.3.10) 
est une fonction bornée de s, pour 1 < s < 2. 

Démonstration. Posons s =: 1+e, avec < e < 1. Nous allons utiliser la représentation spectrale 
suivante, généralisant (|2.3.4|) . pour une puissance fractionnaire d'un opérateur positif A : 

A' = r + \A)-^ \-' dX. 
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Etant donné que Lg^ est un projecteur orthogonal et que Lfj^L^j^ = Lj^, on a 



= L^,,(l + |^r"(L,^(l + |^|)-"Le,)^ 



1 £ 



Ainsi, 



sin vre 



Le^(l + |^|)-"L 



(l + l^l)- 



l + ALe^(l + |^|)-"Le,, 1 + A(1 + |^|)- 



(2.3.11) 
A"^ dA. 



La première fraction entre parenthèse peut être réécrite comme 

((i + |^ir + Ar,0''T^, 



ou 



Tk:= (l + |^|rL,,,(l + |^|)-"Le,-. 



Comme est un projecteur, on obtient 



rx = L2 +[(l + |^|)",LeJ(l + |^|)-"X 



L 



n 



--: L 



0<fc<r<n 
0<fc<r<n 



(2.3.12) 



La propriété cruciale pour montrer que la différence H2.3.11|) est uniformément (en e) à trace, 
est que, à la seule exception du premier terme de (12.3.121) qui est seulement borné, tous les 
autres A^k sont compacts. Plus précisément, en utilisant la DroDosition l2.3.6l fainsi que quelques 
commutateurs), on en déduit que chaque A^-k S C^iTi.) pour tout p > n. 

En suivant une idée de Rennie [91, Thm. 12], on peut réduire la différence des fractions dans 
l'équation l|2.3.11() de la manière suivante : 



Le^(l + |^r"L 



(l + l^l)- 



1 + ALe^(l + |^|)-"LeK 1 + A(l + 1^1)-" 

= ((1 + i^D" + xtk)-' tk - ((1 + mr + A)-^ 
= (((1 + mr + ^tk)-' - ((1 + \mr + ^r') tk + ((i + mr + a)"' {Tk - 1) 
= ((1 + mr + A)-'(A - ArK)((i + mr + >^TKr' tk + ((i + \mr + a)"' {Tk - 1) 
= ((1 + mr + A)-' (Tk - 1) (1 - ((1 + mr + ^TKr^ xtk) 

= ((1 + \Ip\r + A)-' {Tk - 1) (1 + ALe,(l + \Ip\r^L, 



Ainsi, nous obtenons 

L^,(Le,,(l + |^|)-"Le,-) 



L^,,(l + |^|)-" 

Lf^ii + mr"" 



sm ne 



sm vre 

TT 

sin vre 

TT 

oo 



1 



-{Tk-1)- 



1 



:i + mr +^'^'' " i + ALe,(i + mr^^L^,^ 



dX 



(1 + 1^1)" + A 

(l + l^l)-" 
(1 + 1^1)" + A 



1) 



(Tk - 1) 



l + ALe^(l + |^|)— 
1 



A-^dA 



l + ALe,,(l + |^|)-"L,^- 



A^^dA. 



Nous allons montrer maintenant que le deuxième terme du membre de droite est uni- 
formément borné en norme de trace. En écrivant 

[Le,,(i + i^ir"((i + i^ir + Ari] 

= [Le,, (1 + 1^1)-"] ((1 + \Ip\T + A)-^ + (1 + 1^1)-" [Le,, ((1 + \Ip\T + X)-\ 

pour le premier de ces termes, on obtient l'estimation suivante : 

LfJLe^Al + m)-'^]- / -Le.-fTi^-l) ^ , d\ 

fKi e^,K ^iri; J ^ (l + |^|)n + _X ^l + ALe,(l + |^|)-"Le, ^ 

<||L^,[Le„(l + |^|n||, 

X r ||((i + I^D" + A)-i|| ||Le,(T^ - 1)1111(1 + ALe,(l + |^|)-"Le,)-i A^^ dX 

< \\L,,{Tk - 1)11 ||L^,[Le„ (1 + \ip\r^%;:^ r VT\'^^ 

vr Jq 1 + A 

= ||Le,(r^ - 1)11 ||L/,[Le„ (1 + |^|)-"]||, =: Cl. 
La constante Ci est finie (et indépendante de e) car 

[Le,, (1 + 1^1)-"] = L,, ^Y.^ Ç) jrfmr "^^"^ (^^' ^'-'-''^ 

et car chaque terme appartient à C^{7ï), d'après la proposition l2.;-i.(il et l'inégalité de Hôlder. 
D'une façon analogue, on peut montrer que la norme de trace de 

est bornée par une constante C2 := ||Lj,(l + l^l)^"!! ||[Le,, (1 + |-p|)~"]||i, indépendante de e. 
En utilisant le développement (|2.H.12|) de Tk, nous obtenons finalement 

l|i/,,(L.„-(i + imr'L.^r - liai + mr"\\i 



E 



< 

0<fc<r<7i 



, sinvre f°° ^ r a ^ ^ 

+ -^Jo (l + |^|)"+A^-"^'^^ + ALe,(l + |^|)-Le/^ 

+ Cl + C2 



< E ll%K(l + l^ir1U_l)l|ie,^,||,— — / dA+Ci + C2 

0<fc<r<n 

= E \\LfA^ + mrX/ip^i)\\LeM\p+c,+c2, 

0<k<r<n 

qui est fini pour p > n. □ 

Preuve du théorème \2.'j.l 5\ Pour 1 < s < 2, l'opérateur Lf^{l + |^|)~"* apparaissant 
dans (|2.:il()|) est à trace, étant égale au produit de L/, (1 + |-^|)~" G £^'°°(W) par 
Le,(l + |^|)-"(^-i) G CP(n) pour p > l/(s - 1), plus un commutateur à trace. La différence 
des traces 

TV(L;,(Le,(l + |^|)-"Le,)^) - Tr(L;,(l + |^|)--) 



est alors une fonction bornée de s, pour 1 < s < 2. Ainsi, 

lim(. - l)Tr(L^^(Le,(l + = lim(. - l)Tr(L;,,(l + l^l)""^). (2.3.14) 

sil sll 

L'expression du noyau de + |^|)~"* et le lemme IT. 2 . 1 5 1 donnent 

Tr(L^,,(l + |^|)— ) = [ i^L. 

= (27r)-'/ / e~'y^f{{-^ey)-p)K^,+^jp^y,..{z-p,p)éyd'zfig{p) 
JmJr'^' 

= (2vr)-'/ / e~'y^f{p')K^^+\jp\)-.s{z.p',p')éyd'zf,g{p') 

= / ÎKip) K(^i^jp\yn.{p ,p) ^g{p) 
JM 

= TV(M;,(l + |^ir-). 
Le calcul du terme de droite de 1)2.3. 14p est alors direct : 

lim(. - 1) Tr(M;^ (1 + 1^1)— )=Tr^(M;^ (1 + 1^1)-)= C(n) / fM f^g{p). (2.3.15) 

Jm 

La dernière égalité est une propriété connue de la trace de Dixmier dans le cas commutatif non 
compact [91]. La constante de proportionnalité C(n) = 2l-"/-^J il„/n(27r)"' est la même que dans 
le corollaire 12.3.141 

Il reste a s'affranchir de la troncature induite par les projecteurs ig^- Notons tout d'abord 

que 

Tv^iLf - Lf^) (1 + 1^1)-") = Tr4(l - L,^)Lf (1 + |^|)-"), 

car Lf[Lej^, (1 + |-^|)~"] est à trace (voir (|2.3.13)) ) et car L^j^ est un idempotent. En utilisant 
une fois de plus la propriété de factorisation, / = h-k^k, on obtient 

|Tr^((L;-Lj,,)(l + |^|)-")| < ||L/,-L,,,,,,;,|||Tr^(Lfe(l + |^|)~")|. (2.3.16) 

Le terme de droite tend vers zéro lorsque -ftT ^ oo, en vertu de l'estimation ([1.2.1111 pour la 
norme de l'opérateur de multiplication twisté. En réécrivant ()2.3.15)) comme 

Tr^Lf^ (1 + 1^1)-") = C{n) [ /a' (p) /U^ (p) , 

Jm 

on obtient que le terme de gauche converge vers Ti^{Lf (1 + |^|)^") lorsque K oo. Pour le 
terme de droite, le fait que les coefficients Cmnix) dans (|2.3.9|) sont à décroissance rapide assure 
que Jk ^ f dans L^{M,fig). En prenant la limite K ^ oo pour les deux membres de (|2.3.16|) 
on obtient le résultat : 

Tr4Ly(l + |^|)-)=C(n) / f{p)fig{p)- □ 

Jm 



Chapitre 3 

Fonctionnelles d'actions 



L'importante intersection entre la géométrie non commutative et la physique des interactions 
fondamentales [5-7, 12, 16, 18, 19, 66, 107] a plusieurs origines. 

D'une part, il y a les motivations conceptuelles inhérentes à la notion d'espace quantique, 
qui même en l'absence d'avancée majeure, fournit un cadre prometteur pour la résolution du 
problème de la quantification de la gravitation et/ou de la compréhension de l'origine des diver- 
gences qui apparaissent en théorie quantique des champs ordinaire. En particulier, il n'est pas 
encore clair que les divergences ultraviolettes dont sont affublées ces théories, viennent de la non 
prise en compte de la nature quantique de l'espace-temps, ou si elles sont une caractéristique 
fondamentale, et donc sont à considérer avec plus d'égard [20-22]. 

D'autre part, au niveau classique cette fois, la géométrie non commutative a permis des 
avancées conceptuelles importantes : interprétation géométrique du mécanisme de Higgs et uni- 
fication des quatre interactions fondamentales. Ces avancées sont conséquentes à la constructions 
de 'fonctionnelles d'actions pour champs de jauge non commutatif ', généralisant celles de Yang- 
Mills et d'Einstcin-Hilbcrt dans un cadre géométrique plus étendu. 

Dans ce chapitre, nous allons voir deux constructions d'actions non commutatives, au travers 
des exemples de déformations isospectrales que sont les plans de Moyal : l'action de Connes-Lott 
et l'action spectrale. 

L'action de Connes-Lott, introduite dans [18,19], a permis de décrire le modèle standard de 
la physique des particules (MS) dans un cadre non commutatif. Le triplet spectral décrivant ce 
modèle est le produit d'un triplet spectral commutatif (C°°(M), L^(M, 5), ^) avec un triplet 
spectral fini (de dimension spectrale nulle), oii l'algèbre est la somme directe Af = BI©C©M3(C) 
(H est le corps des quaternions) , l'opérateur de Dirac est la matrice de masse fermionique et 
l'espace de représentation est le corps des complexes à la puissance du nombre de particules du 
modèle (en comptant tous les degrés de libertés : couleur, isospin....). Ces triplets portent le nom 
éloquent de triplets spectraux presque commutatifs. Le groupe de jauge du modèle standard est 
alors obtenu comme le groupe des unitaires de l'algèbre Af- 

Une fonctionnelle d'action est ensuite construite à partir de 'l'intégrale non commutative' 



évaluée sur le carré de la courbure F d'un 'champ de jauge non commutatif représenté A : 




Tr{n^A) 3 A = ^7r{ajôbj) := ^n{ai)[V,7r{bi)], 



jeJ jeJ 



et la courbure, par analogie avec sa définition ordinaire, est donnée par 

F = [V,A] +A^. 

Pour que cette action soit analytiquemcnt bien définie dans le cas sans unité, i.e. pour que 

Tr^(7r(.)(l + P')-"/') eA*, 

il faut ne considérer que des champs de jauge prenant valeur dans l'algèbre sans unité. Cette 
restriction peut paraître excessive, car ne permettant pas aux potentiels vecteurs d'être de "pure 
jauge", i.e. d'avoir la forme 

Apj = 7:{uy[V,7r{u)], 

pour u un unitaire de l'algèbre unifère A. Nous verrons comment, avec l'action spectrale, on 
peut contourner cet obstacle. 

Concernant le modèle standard, cette nouvelle description donne enfin une interprétation géomé- 
trique du champ de Higgs. Ce dernier fera alors intégralement partie de la connection de 
"Yang-Mills" généralisée. Plus heuristiquement, il sera interprété comme une connection, au 
sens mathématique aussi bien qu'au sens littéral, entre le monde des fermions droits et celui des 
fermions gauches. 

Il y a aussi une avancée au niveau phénoménologique : les paramètres du potentiel de Higgs ne 
sont plus libres, on obtient des contraintes sur sa masse [5]. 

Alors que l'action de Connes-Lott n'est finalement qu'une généralisation abstraite de celle 
de Yang-Mills, l'action spectrale est fondée sur des concepts différents. Le point de départ de 
cette construction fut la recherche d'une fonctionnelle d'action ne dépendant que du spectre de 
l'opérateur de Dirac généralisé Da, covariant par rapport à l'action du groupe des unitaires de 
l'algèbre. Dans le cas d'un triplet spectral unital, l'action spectrale est alors définie comme le 
nombre de valeurs propres de l'opérateur Va = V + A + eJAJ'^ inférieures en module à une 
constante A : 

5a(P,^) = #{Afc : jAfcl < A}. 

Lorsque l'on considère le triplet spectral du MS, l'action spectrale unifie au niveau classique 
le modèle standard complet (Yang-Mills-Higgs) avec la gravitation d'Einstein- Weyl. Cette ap- 
proche donne elle aussi une interprétation géométrique du mécanisme de Higgs, ainsi que des 
contraintes sur la masse de cette particule scalaire [5]. 

3.1 Action de Connes— Lott 

La construction (et le calcul) de l'action de Connes-Lott pour un triplet spectral sans unité, 
sera donnée au travers de l'exemple des plans de Moyal non dégénérés. Le résultat que nous 
allons obtenir est tout à fait naturel, dans le sens où l'action obtenue est celle de Yang-Mills 
pour laquelle tous les produits point à point ont été remplacés par des produits de Moyal. Le 
point clef du calcul d'une telle action est la détermination d'un idéal, appelé Junk, de l'algèbre 
différentielle universelle associée à l'algèbre non commutative décrivant le modèle. Nous verrons 
que cet idéal possède la même structure que dans tous les exemples connus : gcomctrics presque 
commutatives, tores non commutatifs. Cependant, les éléments caractéristiques de cet idéal sont 
propres à chaque exemple. L'outil de base va une fois encore être la base de Wigner de l'oscillateur 
harmonique. 



3.1.1 L'algèbre différentielle universelle 

Nous allons nous borner à décrire une théorie de jauge U{1) sur plan de Moyal. Le cas 
général U{n) peut être obtenu en tensorisant l'algèbre Ae = (5(M^^),*g) par l'algèbre finie 
Mji(C). C'est -à-dire que nous utiliserons ici = C. 

Aussi, pour des raisons de cohérence analytique, nous ne considérerons ni son extension 
Ae = {1^12, -kg) ni son plongement unifère Ag = {B,-kg) (voir paragraphe 12.2.2)) . pour lesquelles 
l'application 

Tr^ (4.)(l+p2)-n/2^, 

n'est pas définie. 

Les références concernant la construction utilisée dans ce paragraphe sont [13,18,19,107]. Soit 

n'Ae :=^nPAe, 

l'algèbre différentielle graduée universelle sur Ag. Par définition, Çl^Ag, p > 1, est définie par 
symboles et relations 

Çl^Ag :={/o5/l---5/p:/. G A}, 
et la seule contrainte sur le symbole ô est de satisfaire à la règle de Leibniz 

^(/l*j2) = (5/l)/2 + /l5/2, 

ainsi ô peut être étendue sur tout Q'Ag. Etant donné que Ag n'a pas d'unité, on définit [13, 
III. 1. a] Q^Ag := Ag © C, qui est la compactification maximale de Ag et on pose (5(0 © 1) := 0. 
Pour obtenir une *-algèbre graduée, on pose aussi (ôf)* := ôf*. 

La représentation vr^ de Ag dans C{H) s'étend naturellement sur tout ^*Ag, par 

Tf^ : QPAg ^ C{n) : /o 5/i • • • ôfp ^ TT^ifo) [^, ^'(/l)] • • • [^, ^^/p)]- 

On a évidemment : 
Lemme 3.1.1. Lorsque fi G Ag, alors 

T^'Uo 5/i • • • ôfp) = L'ifo^gd^jik, ■ ■ ■ kgd^jp) © t'^^ • • • r"- 

Preuve. C'est une simple conséquence de [^, Lj©l2iv] = — iL^(ô^/)©7'^ et de Lg = L^{f-kgg). 

□ 

Pour palier au fait que la représentation tt^ n'est pas a priori fidèle (bien que le soit), on 
introduit l'idéal bilatère gradué de ^'Ag, 

Junk:=0J^:=0Jo^ + <5Jr\ 

pgN pSN 

OÙ Jq est le noyau de tt^ relevé à ^^Ag, 

-.= {0; enPAg-.n^u) = 0}, 



et finalement, on définit l'algèbre quotient 

oo 

n^Ae :=S^(î7'A)/7^^(Junk)=vf^(lî'A)/07f'(5JP). 

Le 2-junk, seule composante non triviale nécessaire à la construction de l'action de Connes-Lott, 
est dans notre cas particulièrement simple car isomorphe à T:^{Ae)- 

En utilisant la base de Wigner {/mn}) nous allons dans le lemme suivant, exhiber des éléments 
particuliers de 7Ï^(J^), suffisants pour le caractériser entièrement. 

Lemme 3.1.2. Pourm,n,k,l G N^, soituJmnkl •= fmk^fkn~fml^fln £ ^^Aq (sans sommation 
sur k etl). Alors 

T^^ii^mnkl) =0 et n^iÔuJmnkl) = - {fmn) ■ 

La première composante du Junk est par définition triviale 

Ji) = + fr^(<5jO) = n%ô4) = 0, 

car la représentation vr^ est fidèle : Jg = kervr = 0. Les éléments de 7f^(J^) sont les éléments 
ôuj G Q.'^Ae qui sont tels que TT^{io) = 0, alors que tt^{ôuj) 7^ 0. Les éléments ujmnki définis lors de 
l'énoncé du lemme précédent appartiennent alors à 7r^(J^). 

Preuve du lemme Ui.l.iâ En utilisant les fonctions de création et d'annihilation (|2.2.9j) . on peut 
réécrire l'opérateur de Dirac en termes de Moyal-commutateurs ; en adoptant la convention 
daj = d/daj et da* = d/da*, pour j = 1, . . . , A^, on obtient 

j j 

où -f^^ := ^(7^' + et 7"^* := 75(7^' - 

La propriété (|2.2.6() . appliquée à Oj et a* donne 

<9aj = — ^ ad^g a* := — ^I^i' " 1*9' ^a* = ^ ad^e := ^ K' ' 1*9 



et donc 



Soit lij := (0, 0, . . . , 1, . . . , 0) le j-ième vecteur de base standard de M . A partir de la 
définition 1)2. 2. 8|) des éléments de la base de Wigner {fmn}, on obtient directement 



O'j'^g fmn — y ^i^j ~^ ^) fm+Uj ,m fmn^e^j — y(^n-jfm,n—Ujt (3.1.1) 



O-j^gfmn — \/ Srrij fm—Uj,ni fmn^gO,] — v/ Girij + 1) fm,n+Uj- (3.1.2) 



Ainsi, 



+ 7»! L\fm-u,,n) - J0{nj + 1) L\fm,n+u,)) ■ (3.1.3) 



Nous pouvons dorénavant calculer Tt^{ujmnkl) et 7r^((5a;TO„fc;). Premièrement, 

T^^i^mnkl) = T^^iîmk ^îkn " fml 5 fin) = {fmk*e^lJ-fkn - fml'^e^iJ'fln) ® 1^ 

= ^ y^XV^i L'^ifmk'>'efk,n-Uj) - \J 0{kj + 1) L^ifmk*gfk+Uj,n) 
3 

,n—Uj 

j + 1) L^{fml*efl+Uj,n)) 



+ {fmk-^efk-Uj,n) — J ^("j + 1) {fmk*g fk,n+u 



= 0, 



en utilisant la propriété d'unités matricielles des fmn pour le produit de Moyal. Deuxièmement, 

TT^iôUmnkl) = ^^(<^/mfe ^fkn - Sfml Sfln) = L\d,j,fmk*e^^fkn - dij,fml*gd„fin) » J^^ï" , 

qui est égal à 



+ {^fë^jL%fm-u,,k) - ^Je{kj + l)L\frn,k+Ui)) ® l""'') 



+ 



En utilisant encore la propriété d'unités matricielles, l'expression précédente se simplifie 

3 

i 

3 

Proposition 3.1.3. Il y a une identification naturelle entre Tf^{J^) et tt^^Aq) = L^(^g) . 

Preuve. Tout lu G 7r^(J^) C 7r^{^'^Ae) peut être écrit comme u; = J2j&i {d^jifj)L^ {d^gj)®^'^'y" 
on I est un ensemble fini, et satisfait X^^g/ [fj-k^d^gj) (gi 7^ = 0. D'après la règle de Leibniz, 

u = Y, L\d^ifj^,d,gj) - fj^.d^d^gj) ® 7^7" = -Yl L\fj^e9^.d.93) ^ 
Ainsi 7r^(j2) c n^Ae) = L\Ae) ® l2iv- 

Soit maintenant Umnkl ■= fmk ^fkn - fml ^fln, le lemme précédent montre que TT^{LOmnkl) = 
et TT^iôUmnkl) = f Ylf=i{kj - Ij) L^{fmn) ® , Qui est non nul si \l\ ^ \k\. Ainsi, L^{fmn) <^ h^^ 
appartient à 7r^( J^) pour tout m,n E N^. Puisque {fmn} est une base de Ae, on en déduit que 
■K^{Ae) L^iAe) <S> C tt'^ÇP), qui conclut la preuve. □ 

Il est aise de généraliser ce résultat pour caractériser toutes les composantes du Junk. 

Corollaire 3.1.4. Pour p > 2, tt^{JP) est linéairement engendré par les éléments de tt^{Q,pA0) 
ayant la forme Lj 7^^^ • • • 7'^'', avec k < p — 2 et de même parité que p. 

En particulier, en utilisant l'antisymétrie des matrices de Clifford, on obtient que tï^{JP) = 
pour p > 2N. 

Remarque 3.1.5. Pour les triplets spectraux commutatifs {C°° (M) , L'^ {M , S) , Ip) et pour ceux 

des tores non commutatifs (C°°(Tq), L^(T') (gi C^^'/^J , ^) (où [l/2\ désigne la partie entière de 
1/2), le 2- Junk est aussi isom,orphe à l'algèbre de départ. En fait, l'inclusion 7f(J^) C 'ïï'{A), 
pour A = C°°(M) ou A = C^ÇÏq) est automatiquement satisfaite car elle n'utilise pas la 
commutativité/non commutativité de l'algèbre mais seulement la règle de Leibniz. Pour obtenir 
l'inclusion inverse, les éléments caractéristiques du 2- Junk sont, dans les cas commutatifs 

iSf)f-fiôf), pour feC^{M), 

et pour les tores non commutatifs 

Uji^uj'^) + {ôuj)u'j'^, j = 1, . . . , 

où les Uj sont les unitaires engendrant le tore non commutatif, i.e. satisfaisant à la relation 
UiUj = e~*®'^' UjUi- 



YM{a) := {P^r%F) \ Pn'iF))2, (3.1.5) 



3.1.2 Fonctionnelle d'action 

Ayant identifié les éléments de -7f^(J^), on va pouvoir caractériser les éléments du quotient 
Cl'^Ag. Pour cependant ne pas avoir à manipuler des classes d'équivalence de 'formes universelles', 
il est commode d'introduire un produit scalaire, qui permettra de choisir sans ambiguïté un 
unique représentant dans chaque classe d'équivalence. 

Soit Hp l'espace de Hilbert obtenu en complétant Tf^{QPAe) par rapport à la norme induite 
par le produit scalaire 

pour [jj^ijj' G Vi^Ae. Cette forme sesquilinéaire définit une pré-action l{r\) lorsque = 2 et 
io' = io = ôr] + r]"^ : 

/(r?) :=TV^(*^H*7r''H(^Ve2)-^). (3.1.4) 

Soit P le projecteur orthogonal sur 7ip dont l'image est le complément orthogonal de tt^{ôJq ^) 
et soit Tip := PTïp. Alors P prolonge sur Hp, l'application quotient de TT^{QPAe) vers Ae, 
qui est identifié à un sous-espace dense de Tip. La possible ambiguïté dans ()3.1.4() due au fait 
que TT^ n'est pas fidèle, disparaît en définissant une fonctionnelle d'action (action de Yang-Mills 
non commutative) par : 

8? 

où fl^ Ae 3 a = TT^it]) et F = 5r] + Tif est la courbure de la 1-forme t] et g est une constante de 
couplage. Il est démontré dans [18,107], que Y M (a) coïncide avec l'infimum des pré-actions sur 
l'ensemble des 1-formes ry G Q^Ag ayant la même image dans Cl^ Ag : 

YM{a) = ^'^y^ inf{ /(r?) : ^'{^) = a }. 

Ce résultat justifie la notation Y M (a), car cette fonctionnelle positive en ry, ne dépend que de 
sa classe d'équivalence dans ^l^Ag, c'est-à-dire a. 

Théorème 3.1.6. Soitr] = —rf G Q}Ag. Alors Vaction de Yang-Mills non commutative YM[a) 
de la connection universelle (5 + 7/, avec a = vr^(?7), est égale à 

YM{a) = -^ j (i2A^xF'^%F^,(a;) = -^ j d^^x F'^-(x) F^,(x), (3.1.6) 

où F^y := \{dp,Ay - dyA^ + [Ap_, Ay]^,^) et A^ est défini par a = L^{A^) (g) 7^. 
Preuve. Si r/ = Ylijei fj ^^^^ fj^9j ^ pour un ensemble fini /, alors a = Ylijei ^^-^d^g, '^^'^ 
= Ej6/ ^^ifj*e9tM9j) ® 1^ et donc := Y^jei fj-^0^f^9j- Ainsi, 
Tv'^iôr] + 7/2) = 7r^((î/j ôgj + {fj 5gj)Uk àgk)) = T^\àfj ôgj + fj 6{gj-kjk)ôgk - {fj*e9j) ^fk àgk) 

= L^d^fj-kgdygj + fj-kf,d^{gj-kjk)-kgdugk - fj-^g9j-^gd,^fk*ediy9k) ® J^l" 

= L^d^fj-k^dugk + fj*gdpgj-kjk*gdugk) «> l'^Y 

= L^id^ifj-kgdugj) + fj*ed^gj-kjk-kgdugk) 8» l'^l" - L^^ifj-kgd^d^gj) ® r]'''' 
= L\d^A, + A^^^A,) ® i[7^,7l + r^^'^L'id^A, + A^^^A,) ® I^m 
-rj^'''L'{f*^dpd,g)^l2N. 



Les deux derniers termes étant dans 7r^(J^), on obtient 

P(7f^(F)) = P{L\d^A, + A^*^A,) i[7^71) 

La dernière égalité provient du fait que tout uj = u)^y G tï^{ÇI^A0) peut être uniquement 
décomposé en 

uj = uj^,® i(7^7'^ - 7'^7^) + oj^, ® 1(7^^7- + 7'^7'^) 

dans Tï^{^'^A0)a © T^^{^'^A0)s = TT^{^'^A0)a ® vr^(J^), somme directe des parties antisymétrique 
et symétrique. Puisque A^ = -yl* , on obtient F*^ = -F^^ et P{Tï\F)f = L^{F^u) © 7''7''- 
Finalement, en remarquant que 

Tr^(L^(F^,*,F,.) {-A+e^r''<^j'^j''Yr) = Tr^(L^(F^.*,F,,) (-A+e^)-^^) Tr(7"7^V), 

que Tr(7''7''7^7'^) = 2^ [r]'"' rjP'' - r|^'Prf'' + r|^'''rfP) et F^^ = -F^^, on obtient à partir de la 
proposition I2.2.1IÏÏ1 favec — iV à la place de ^) 

YM{a) = - ^^g^y^ TY^(L^(F^.^,F^-)(-A + g^)-^) = ^ d^A^x 

D'après la propiété de trace (lemme ri.2.7|) . on peut remplacer le produit de Moyal par celui 
ordinaire, pour obtenir (jïïjTïïI). □ 

Remarque 3.1.7. Dans nos conventions F*^^ = —F^^ et on peut vérifier la positivité de l'action 
ainsi définie : 



YM{a) = 




3.2 Action spectrale 

Après avoir revu les motivations de Chamseddine et Connes pour définir, dans le cas d'un 
triplet spectral avec unité, une fonctionnelle d'action à partir du spectre de l'opérateur de Dirac 
généralisé, nous proposerons une définition de l'action spectrale dans le cas sans unité. Nous 
nous focaliserons ensuite sur les aspects techniques, permettant de calculer une telle action 
dans le cas des déformations isospectrales. Faute de temps, nous ne présenterons ici que les 
résultats obtenus dans le cas des plans de Moyal. Modulo une complexité d'ordre calculatoire 
grandissante, la stratégie que nous allons suivre sera cependant directement applicable aux cas 
courbes, périodiques ou non. 

3.2.1 Motivations et généralités 

Pour un triplet spectral à unité [A^TL^V), Chamseddine et Connes [6,7] ont proposé une 
'action physique' ne dépendant que du spectre de l'opérateur V ; le principe d'action spectrale 

5A(P,^):=Tr(x(o,,(Pi/A2)), (3.2.1) 



i.e. le nombre de valeurs propres inférieures à une échelle de masse A. Ici, Va est l'opérateur 
de "Dirac" covariant Va '■= V + A + eJAJ~^, où A est une 1-forme différentielle universelle 
représentée A G TT{il,^A). tt désigne toujours la représentation relevée à l'algèbre différentielle 
universelle 0,*A: 

7f(ao(5ai • --Sap) := 7r(ao)[I', 7r(ai)] • • • [V,Tr{ap)], ai e A, z = 1, • • • ,p. 

J est la structure réelle du triplet (la conjugaison de charge pour les spineurs dans les cas 
commutatifs comme pour les déformations isospectrales) et e G {+1,-1} en fonction de la 
dimension. Initialement [6,7], dans le cas presque commutatif du modèle standard, le calcul de 
cette action utilisait à la place de la fonction caractéristique X[o.i]) n'importe quelle fonction 
lisse (p l'approximant. Pour pouvoir calculer cette action asymptotiquement par des techniques 
de transformée de Laplace, de plus amples conditions sur doivent être imposées [40]. Nous 
reverrons ces conditions lors de son calcul pour les plans de Moyal. Dans le cas à unité, V ainsi 
que sa perturbation bornée Va sont à résolvante compacte, donc ^(P^/A^) est à trace dès que 
est suffisamment décroissante à l'infini; r"'~^(/)(r^) G L^(]R+) est une condition suffisante dans 
le cas d'un triplet spectral de dimension n. 

Concernant l'operateur de "Dirac" covariant Va, le point de départ réside dans l'analogie 
entre le groupe d'invariance d'une théorie de jauge couplée avec la gravitation sur une variété 
Riemannienne M, G = U x Diff (M) et le groupe d'automorphismes Aut(.4) = Int(.4) xi Out(.4) 
d'une algèbre A, au travers des suites exactes de groupe 

l^U Diff (M) 1, 

1 ^ Int(^) ^ Aut(^) ^ Out(^) ^ 1. 

Les deux constructions coïncident en particulier lorsque A = C°°(M, M„(C)), n > 1 : 
Out(^) = Diff (M), Int(^) = C°°{M,SUn/I'„). Pour une fonctionnelle d'action définie sur 
un triplet spectral, il est alors naturel d'imposer que le groupe d'invariance soit le groupe d'au- 
tomorphismes de l'algèbre. 

Pour obtenir une théorie de jauge avec champs de matières lorsque l'algèbre A est presque 
commutative, c'est-à-dire lorsque A = C°°{M)'SiAp {où Ap est une algèbre finie, en l'occurrence 
]HI©C©M3(C) pour le modèle standard de la physique des particules [5-7]), il faut représenter les 
automorphismes intérieurs sur l'espace de Hilbert fermionique TL. En particulier, il faut relever 
Int(^) sur le groupe des unitaires U{7i) des opérateurs bornés sur H : 

U{A) a{u) = 7t{u)J7t{u)J-^ G U{n). 

Pour les tores non commutatifs, les plans de Moyal et certaines géométries presque commutatives, 
cette représentation est la représentation adjointe : 7r{u)JTr{u)J~^ip = u^qi/j^qU* , ip E Ti. Sous 
cette transformation, l'opérateur V se transforme comme 

V ^ a{u)Va{u)~^ = V + TT{u)[V,Tr{u*)] + eJTT{u)[V,Tr{u*)]J~^ , (3.2.2) 

oii le signe e vient de la relation de commutation VJ = eJV, (voir [14, 55] pour une table des 
signes). Ainsi, Va Va' avec A' = TT{u)A7r{u*) + TT{u)[V,7r{u*)] se transforme de manière 
covariante. 



Pour les géométries presque commutatives C°°(M) f^i Ap, en particulier pour le modèle 
standard, avec 

V = ip0lnp + 10DF, Ip = -ief'al^i.d^ + uj^), 

on LU est la connection de spin et -D^ une matrice Hermitienne (la matrice de masse fermion- 
ique), S\{'D,A) est asymptotiquement calculable en utilisant le développement du noyau de 
la chaleur. Notons dès à présent que Ip"^ peut être vu comme un Laplacien généralisé : 
Ip'^ = — {g^^ {d^ + B^){dy + By) + E) = P o\x g^^ est le tenseur métrique, est une con- 
nection contenant une partie spin et une partie Yang-Mills et E est un endomorphisme du fibre 
spinoriel. On peut montrer formellement [6,7], en développant (p en série de Taylor, que S\(T>, A) 
est liée aux coefficients de Seeley-DeWitt ak{P,p) de la trace du semi-groupe de la chaleur 

Tr (e-*^) ~i^o (47r)-"/2^t('-")/2 / (p) a^P, , (3.2.3) 
par la relation entre la fonction Zêta et la trace de l'opérateur de la chaleur [51] : 

/•oo 

Cp{s) := Tt{p-n = dtf-' Trie-'P). (3.2.4) 

Sur une variété sans bord, les coefficients de Seeley-De Witt s'annulent ai{P, .) = 0, lorsque / 
est impair. On obtient alors dans le cas quadri-dimensionnel 

5a(^®1a^,^) = (47r)-2 Va4-2'^2/ / fig{p)a2i{P,p) + 0{A-^), (3.2.5) 
oii les 'moments' (pi sont définis par 

/•oo 

dttcPit), (P2= dtcPit), (P2(2i+2) = {-iy<P^'H0), l>0. (3.2.6) 



Des dérivations moins formelles de cette relation, nécessitant quelques hypothèses supplémentai- 
res sur (p, ont été obtenues dans [40,82]. 

Lorsque M est de dimension quatre et Ap = EI©C©M3(C), l'action spectrale unifie la gravitation 
d'Einstein plus Weyl et le modèle standard avec son secteur de Higgs et le mécanisme de brisure 
spontanée de symétrie (voir [5-7]). Comme nous le verrons dans le cas des plans de Moyal, il n'y 
a pas de restriction sur les dimensions, mais l'expression des coefficients ()3.2.6() sera sensiblement 
différente. 

Remarque 3.2.1. La relation \3.2.4^ lie aussi la trace de Dixmier avec le développement du 
noyau de la chaleur et donc l'action de Connes-Lott avec l'action spectrale. 

L'opérateur P n'est plus à résolvante compacte dans le cas non compact, et il va falloir 
introduire une régularisation supplémentaire pour définir l'action spectrale. Cette régularisation 
sera donnée par un élément positif de l'algèbre A et par analogie avec le cas commutatif non 
compact, pourra être qualifiée de régularisation spatiale. 

Définition 3.2.2. Pour un triplet spectral sans unité {A^A,7i,T)) de dimension spectrale n, 
l'action spectrale est donnée par 



Sa{V,A,p) := T.n (vr(p) (P{Vl/A^)) 



(3.2.7) 



Comme dans le cas unital, Va = V + A + eJAJ ""^ (e G {+1, —1} ) et A ^ Q^{A) est dorénavant 
une 1- forme auto-adjointe de l'algèbre à unité A représentée 

A* = A = ^n{bl,)[V,7rib\)], 

où I est un ensemble fini, bQ,b\ £ A, < p £ A et de plus, < (j) et A sont comme dans le cas 
à unité. 

Remarque 3.2.3. i) Cette définition donne une importance supplémentaire au choix du plonge- 
ment unifère de l'algèbre. La 1- forme A étant maintenant construite à partir de A, toutes les 
considérations de symétrie discutées dans le cas compact, restent alors valables. Ce point est cru- 
cial car l'existence d'unitaires dans l'algèbre est primordiale pour implémenter l'invariance de 
jauge : S\(T>, A, p) est par construction invariante sous l'action des automorphismes intérieurs 
relevés sur l'espace de Hilbert 'k{u)J'k{u)J^^ . Dorénavant la régularisation p se transforme aussi 

A uAu* +u[D,u% 
p upu*. 

a) Les positivités de p et de (j) sont suffisantes pour donner lieu à une action définie positive, 
iii) D'autres régularisations existent. En l'occurrence, Tr (^(j)(^V\Tr{p)~^^^ avec p un élément 
inversible et positif de l'algèbre, est aussi bien définie. Cependant, pour les plans de Moyal, ce 
type de régularisation ne donne pas un accès direct à un développement asymptotique. 

Dans le cas d'une géométrie commutative (ou presque commutative) non compacte et sans 
bord A = C^{M), il est aisé de montrer que p e~*^, t G M^, oià P est un Laplacien généralisé 
et p £ C^{M), est à trace. Pour cela, on peut utiliser les mêmes techniques d'opérateur pseu- 
dodifférentiel que celles que nous utiliserons lors du paragraphe suivant. La formule (|3. 2.4(1 a 
dans ce cas un analogue 

C,,p{s):=TT{pP-n = r(^ dtt^-'Tripe-'''). (3.2.8) 

Pour P = {Ip + A + eJAJ-'^f, on obtient 

5A(^C3U„^) = (47r)-"/2f;A"-2'</,2, / /x,(p)a2KP,J^)p(p)+ 0(A"-2{™+i)), 

où {a2i} désigne toujours les coefficients de Seeley-DeWitt, qui dans le cas d'une variété non com- 
pacte ne sont plus que localement intégrables. Cependant, a2i{P, ■)p{-) est globalement intégrable 
car p £ C^{M). Les coefficients {(j)2i} ont la forme p. 2. 6(1 dans le cas quadri-dimensionnel ; leurs 
expressions en dimension quelconque sera établi lorsque l'on traitera le cas des plans de Moyal. 

3.2.2 Cas des plans de Moyal 

3.2.2.1 Développement du noyau de la chaleur pour Laplaciens non commutatifs 

Dans ce paragraphe, nous allons obtenir un développement similaire à celui du noyau de la 
chaleur, pour la trace d'un semi-groupe régularisé, généré par un Laplacien non commutatif. 



Cette formule asymptotique permettra de calculer (une forme préliminaire de) l'action spectrale 
associée aux triplets spectraux des plans de Moyal génériques, i.e. l'hypothèse d'inversibilité de 
la matrice de déformation sera relaxée. 

Nous commençons par établir un résultat générique concernant la traçabilité de semi-groupes 
régularisés. Pour ce faire, nous allons utiliser certains faits de la théorie des semi-groupes à un 
paramètre; e~*"^ oii A est un opérateur non borné (auto-adjoint) et positif, sur un espace de 
Hilbert séparable TC. 

Sous la seule hyphothèse de la positivité du générateur A, on montre que e~^^ est une 
contraction holomorphe pour 3î(z) > [68, exemple 1.25, p. 493] [120], c'est-à-dire que le semi- 
groupe peut être défini par calcul fonctionnel holomorphe : 



^ j^e-'' UAiz) dz, (3.2.9) 



où r est un contour (éventuellement infini) orienté entourant le spectre de A et qu'il est con- 
tractant : 

l|e"'^ll < 1- 

Lemme 3.2.4. Soit B un opérateur borné et A un générateur positif, densement défini d'un 
semi-groupe holomorphe qui soit tel que BTZa^zY E C^iTi) pour un l Çî W et un z ^ sp(j4). 
Alors, pour tout t > 0, Be~^^ est à trace. 

Preuve. Pour un zq ^ sp(A), la propriété de semi-groupe, ensemble avec la première équation 
résolvante et la présentation (|3.2.9|) . impliquent 

S e-*^ = i? {e-i^y = B TZAizo)' ^ dz e-i^l + {z - zo)7^^(z))) ' , 

qui conclut la preuve car ||7?.a(-z)|| < pour tout z avec 5ïî(z) > [120, proposition 1.13] et 
donc 



^|dz|e-i«(^)(l + |z-zo| II^a(^)II) 



< oo. □ 



Pour les produits de Moyal génériques, (^(M"),*^), (I?/,2 (M"), T*rg,) et (00(1^"), ^q), munis 
de leurs topologies usuelles, forment des algèbres de Préchet. En effet, tout produit de Moyal 
générique se décompose en un produit de Moyal symplectique et un produit point à point ; en 
décomposant la matrice en une somme directe d'une matrice symplectique de dimension 2k 
et une matrice à entrée nulle de dimension n — 2k [92, proposition 2.7 et corollaire 2.8]. Nous 
avons déjà montré que chacun des espaces 5(]R"), 'D£^2(W^) et Oq{W^) sont stables sous produit 
de Moyal symplectique. Il suffit alors de vérifier qu'ils le sont aussi sous produit point à point. 
Pour 5(R"') et Oo{W^) ce fait est évident, alors que pour 'Di2{W^), c'est une conséquence de 
l'inclusion Pl2(M") C 00(1^") [96]. Ainsi (c,L'^{W) (g) C^",^^ définit aussi un triplet spectral 

sans unité, si C := {S{W^),-k^) , (î)j;^2(M"),*q) , (00(1^"), *q) ^ . Dans ce cas, le calcul de l'action 

de Connes-Lott (|3.1.6() n'est pas direct, car fondé sur la base de Wigner qui n'a plus d'analogue 
dans les cas dégénérés. Nous allons voir que l'action spectrale peut être calculée sans difficultés 
supplémentaires dans tous les cas de figure (produits de Moyal symplectique ou dégénéré). 



Soit A un Laplacien généralisé non commutatif associé au produit de Moyal 

A® :=- (//'^'^(a^ + L®(a;^))(ô, + L®M) + L®(i^)) ®l2™, (3.2.10) 
A® =: Af «)l2m, 

agissant sur l'espace de Hilbert TC = L^(IR"') C^™ =: Tir C^™, où = —oj^ et E sont dans 
Oq{W^). Ici 2™ est le rang du fibré des spineurs, i.e. m désigne la partie entière de n/2. 

Pour / E ^0 := (5(M"),*q), soit L®(/)e~*^^ le semi-groupe régularisé pai L® associé au 
Laplacien généralisé A®. 

Le théorème suivant est le résultat principal de ce paragraphe : 

Théorème 3.2.5. Pour A^ défini dans l'équation KH.'A.UA) et avec f G 5(M"), Tr(7r®(/) e"*^®) 
possède un développement asymptotique 

Tr (7r®(/)e-*^'') -^^o 2-( ^T'^Y. / ^"^/(^) «^K^), (3-2.11) 

avec 

ào{x) =1, 
02(2;) =E{x), 

~ai{x) =i E^^E{x) + i r^^'"' E,^^{x) + 3^ 0^%î]^^(x), 

à6(x) =i E^^E^^E{x) + 3^ rj^'^E,^,^^E,^{x) + i rj'"' E*^E,^^{x) 

~\~ go E;fii/pa{x') + Y2 E^k^Çï^ *g0^jy(j;) + ^ T]'' ;p*@ ^^^i/;(T (^j) 

~l~ YgQ 0^ f^p',cr {x) -\- 20 T/'' '^Q^fii/.pa 3Q '^Q^fp'^Q^^ p,{x") , 

OÙ g-^ := df^g + [u^, g]^^ et Çl^^, := d^u!u — d^uj^ + [u^, a;^]^g, esi la courbure de la connection u. 

Nous allons commencer par montrer que L®(/)e~*'^^ est à trace pour tout t G M^, pour 
ensuite montrer que sa trace possède un développement en puissance de t, pour t ^ : 

Tr(L®(/)e-*^'') ~t^o (4^)"/'^*' / fi^rMx), 

où les 'invariants locaux' ài sont construits à partir de la connection universelle représentée 
w^, de l'endomorphisme (non local) E et de leurs dérivées covariantes dans la représentation 
adjointe : 

V® :=9^ + L®(o;^)-iî®(a;^). 

Nous allons établir la traçabilité de L®(/)e~*^^ par deux approches. La première utilise 
la théorie des semi-groupes, alors que la seconde est basée sur des techniques d'opérateurs 
pseudodifférentiels. Toutes deux seront applicables aux cas commutatifs non compacts, mais 
seule la première pourra s'étendre aux cas des déformations isospectrales non compactes. 

Théorème 3.2.6. Soient f G S{W), uj^,E G 00(1^") avec = -lo^ et E = -h^-k^h pour un 
certain h G Oo(I^")- Alors, pour tout t > le semi-groupe de générateur A®, régularisé par L®, 
est à trace. 



Première preuve du thénrèm.e UŒR De {L®{h))* = L^{h*), on en déduit que L^{E) est positif 
et donc que A® l'est aussi. D'après le lemme l5'.2.41 il est suffisant de montrer que L® (/)iî^e (z)' 
est à trace pour ^ > §• 

Remarquons que A® peut s'écrire comme un opérateur de Dirac covariant au carré : 

où B := L^{E) O I2™ - L^{d^{uj^) - lo^^^uJu) ® {11^" h"^ - Yl^) est borné. 
Supposons tout d'abord que / = l,z = — l,i? = 0. En utilisant les notations 

7r®(a;) :=Le(a;^)®7^ et 7rQ(^(/)) := 7^ 

et en remarquant que tout / G se factorise comme / = /i*e/2, avec /i,/2 £ 5(M") [46, 

proposition 2.7], on obtient 

vr®(mAe(-l)=-^®(/)l^fl-vr®(a;) ^ ^ ^ 



-^(/i)^ -®(/2) (1 - vr«(-)^) J^. 
-^(/i)^ -®(/2)^ (1 - vr^H^ 



D'après la proposition EHISl vr®(5)7^^(^) vr® (/^)7^^ (i) G lorsque 5, /i G et p > f . 

Les opérateurs 7r®(a;) et TZ^^{z) étant bornés, on obtient alors que ■K®{f)TZ/^e{—l) G pour 
le même p. Pour / > 1, on obtient de semblables conclusions en répétant / fois cet algorithme : 
{A + C)-i = ^-^1 - CA-^{- ■■{1-C{A + C7)-i) ...)). 
Le cas avec B non nul est obtenu par la même astuce : 

v^®(/)^Ae(-l)=^®(/)^^2(-l)(l + i?7^^e(-l)). 

Pour z quelconque dans l'ensemble résolvant de A®, on obtient le résultat en utilisant la première 
équation résolvante. □ 

La deuxième preuve, basée sur un calcul fonctionnel des opérateurs pseudodifFérentiels [32], 
utilise la définition des classes de symboles de Shubin [98] ou classes GLS [60]. Ce type de 
calcul pseudodifférentiel se trouve être particulièrement pertinent pour l'analyse sous-jacente 
aux déformations de type Moyal. 

Définition 3.2.7. Soit S^'^ la classe des symboles de Shubin 
SP'^ := {a G C(m2") : Va, /3 g N", 3 0^/3 e M+ 



et soit ^P'^ := {A G "^DO : a[A] G S^^^} la classe des ^DOs associés. 

En réalité, S^'^ s'inscrit dans les classes de symboles d'Hormander (voir [64, Chapitre XVIII]) 
S{m, g) de fonction d'ordre 

m(Ç,x) = {l + \x\y^ + 

et de métrique 

= (1 + VCI' + (1 + kp)- V^l'- 

Deuxième preuve du théorème \3.2.b\ Premièrement, l'équation (|2.2.13p ainsi que la formule du 
produit pour les ^DOs permet de calculer le symbole de : 

a[Al] (Ç, x) = r?^- (Ç^Ç, + 2iu^{x - iGÇ)Ç, - d^u,{x - - uj,^^oj,{x - iO^) - E{x - 

En utilisant ensuite le fait que u>^,E G 00(1^"), on voit que le 'Laplacien' Af appartient à 
car C lorsque p < s, q < t. Soit {fN}NçN une famille de fonctions lisses à supports 
compacts, définies par fN{x) := Xjv(^) ■> où < Xjv ^ 1; Xjv £ C'^(M) avec Xn{^) — lorsque 
X g] — oo, —e\j\N., +oo[ pour un e > fixé et Xjv(^) = 1 pour x G [0, A^— e]. D'après [32, théorème 
8.7], fN{tAf) G et d'après le lemme|2l2IÎS]L®(/) G 1--°°'° pour tout / G Ainsi, 

d'après [64, lemme 18.4.3] on obtient L® (/)/Ar(tA®) G \['~°°'~°° et donc son symbole appartient 
à Donc, 

C ■■= Yl \\d^d^^[L''if)MtAf)]h 

\a\ + \l3\<2n+l 
|a|+|/3|<2n+l 

pour des constantes Ca,/3 < oo et pour tout l,k £ N, donc C < oo. Finalement, le théorème 9.4 
de [32] montre que L® (/)/Ar(tA®) est à trace pour tout N £ N. En regardant les estimations 
de la preuve du théorème 8.7 de [32], on peut trouver des constantes Ca,/3 indépendantes de 
(étant donné que e~^ est à décroissance rapide lorsque x +oo, le support à droite de fjy ne 
joue aucun rôle), on obtient alors que L®(/)/Ar(tA®) est uniformément (par rapport à A^) à 
trace. 

Pour terminer la preuve, il reste à montrer que s-limL®(/)/jv(tA®) = {f)e~^^^ , car la 
proposition 2 de [30] garantira que L®(/)e~*^'- est à trace pour tout t > 0. 
Soit G W et soit E\ la famille spectrale de A®, alors 

||(x,(Af ) - ml = (0|(x.(Af ) - 1)V) = / dmxct>) ixAX) - If 

< / d{4>\Ex(t>) = m)- 

Jsp(Ae) 

On obtient alors par convergence dominée, avec (f) = e~^^'^ tp 

hm ||(x^(Af) - 1) e-^^^^V'll^ = lim / d(e-*^?V, E^e-'^? ^){xA^) - l? 

= / d(e-*^^%, SAe-*^^%) ( hm (x,(A) - 1)^) 
= 0. 



Dans la dernière égalité, nous avons utilisé la positivité de la mesure spectrale, conséquent à 
sp(A®)cM+. □ 

Nous allons maintenant obtenir un développement asymptotique de la trace du semi-groupe 
régularisé, en suivant une approche de Vassilevich [110]. 

Preuve du théorème \'-i.2.5\ Soit 

de telle sorte que A® = y - X. La formule de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) 

= e^ + s+\[T,s] + ^ [r, [t, 5]] + ^ [s, [5, t]] - ^ [t, [s, [t, s]]] + - ^ 

permet de récrire le semi-groupe comme 

g-i A« ^ X + [X, Y] + ^ii [X, [X, Y\\ - 1*3 [Y, [X, Y\\ - [X, [Y, [X, Y\\\ + [Y, [Y, [X, Y\\\ + ■■■ ^-tY _ 

Pour obtenir un développement en puissance de t lorsque t — > 0, la stratégie consiste à 
développer la première exponentielle, calculer les commutateurs, réorganiser la suite des termes 
ainsi obtenus, pour finalement calculer les symboles de ces opérateurs pseudodifférentiels. La 
trace sera prise en intégrant les symboles sur le fibré cotangent. 

En réalité, la réorganisation en puissances homogènes est sensiblement plus élaborée qu'un simple 
développement d'exponentielle. Tous les opérateurs provenant de ce développement sont du type 
L^{g) 9"e-*^, a G W, avec g G S{W). Certains d'entre eux donneront des contributions nulles 
car •••Ç^" e"*!?!' = Hf \{l + (-1)"0 r(^) t-("'+i)/2 est nul lorsque au moins un 

des Qj est impair. Lorsqu'ils sont tous pairs, |q| = a-i = 21 est aussi pair et on a 

OÙ a varie dans le groupe des permutations de 21 éléments 5*2/. Ainsi, dans la réorganisation en 
puissances homogènes, il faut prendre en compte que L®{g) 8°^ est un terme d'ordre effectif 

(indépendamment du facteur global (f )"^^)- De plus, pour avoir un développement jusqu'à 
l'ordre fc, il faut utiliser la formule BCH à l'ordre 2k — 1. L'ordre de la formule BCH est défini 
comme le nombre de commutateurs entrant en jeu dans la première exponentielle. Le terme 
venant de la formule BCH à l'ordre k, ayant un nombre maximal de dérivées est 

[td\ [td\ [td\tL''{g)d]---]]o,t^^^ L'^{g)d^+\ 

et il correspond alors à un terme d'ordre effectif t 2 . 

Montrons en détail comment cet algorithme fonctionne à l'ordre un. Nous avons besoin de 
la formule BCH aussi à l'ordre un : e~*^^ = e*"^~*^ = 6*-^ + sl*^'*"*^] + '" e~*^. Puisque 

[tX,tY]=t' [ô,a^2L®(a;^)ô^ + L®(9^a;^) + L®(ù;^*^ù;^)+LQ(E)] 

= t'(2L®{d,d''uj^)d^' + 4L®(ô,u;^)Ô^Ô" + + 2L® {d,d^oj^')d' 



+ L^{d,d''{uj,,i.^uj^')) + 2L^{d,{uj^i.^uj^'W + L^idud'^E) + 2L^{d,E)d' 



4t' + O(t^), 



on a 



où le dernier terme en facteur de t"^ vient du développement de e*^ à l'ordre deux. Ainsi, 



Il ne reste finalement qu'à intégrer a 
tion X — > X + ^OÇ, 



(^,x). On obtient, en effectuant la transla- 



Tr(L«(/)e-*^ 

= (27r)~" y y (i"x (/(x) + t(2A3W^(x)(-iÇ)^ + Ae^M^''(^) + /*e^M*e^''(^) 

= (4^t)-t y d"x /(x) (l + t(a^ùj^(x) + u;;.*e'^''(^) + ^(2^) " df^^'^i^) " '^/.^e^'^l^^))) 
= (47rt)~t /'(i"x/(x) (l + tE(x)) + 0(t-t+2). 



Les autres coefficients sont obtenus par un calcul similaire, c'est-à-dire que l'on obtient générique- 
ment 



où 9a,i G 5 et la série en puissance de t a été corrigée par l'ordre des dérivées, en accord avec la 
discussion précédente. 

Ici ~ signifie que nous avons un développement asymptotique par rapport à la topologie de la 
norme trace : 

1<N ogN",|a|</ 



la convergence, pour t — > 0, est alors garantie par le théorème 13.2.61 : ce qui conclut la preuve du 
théorème 13.2.51 □ 



Remarque 3.2.8. Ces calculs systématiques montrent aussi que les autres coefficients à2i, l > 3 
ont la même forme canonique : le produit de Moyal remplace le produit point à point dans toutes 
les expressions. 

Nous allons utiliser ce développement pour calculer l'action spectrale, mais il servira aussi 
dans le chapitre El à calculer des corrections quantiques pour des théories de champs sur 
déformations isospectrales. 



3.2.2.2 Calcul de l'action spectrale 

En utilisant le résultat précédent, nous allons calculer une forme préliminaire de l'action 
spectrale, préliminaire dans le sens où seule la représentation régulière sera utilisée. Les raisons 
de l'obstruction liée à la représentation adjointe seront explicitées à la fin de ce paragraphe. 

La relation (|3.2.8|) est en fait relativement générale. Pour tout opérateur borné S et tout 
opérateur inversible T qui sont tels que S soit à trace, on a 

Cs,Tis):=Tr{ST~') = j^J^ t^-^ TV (5 e"*^) . (3.2.12) 

Avec cette relation et le résultat du paragraphe précédent, on peut obtenir une expression 
asymptotique (pour A oo) de l'action spectrale des plans de Moyal. 

Pour obtenir l'expression des coefficients (j)2k dans n'importe quelle dimension, nous allons utiliser 
des techniques de transformée de Laplace, inspirées par l'approche de Nest-Vogt-Werner dans 
l'article [82]. Aussi, [114] est la référence principale sur la transformée de Laplace qui sera suivie 
ici. Nous supposerons que (p possède la propriété suivante 

C7°°(M+) 9 = / dse-''ip{s), 7p£S{R+):={g£S:g{x)=0,x<0} (3.2.13) 
Jq 

Toute fonction possédant cette propriété admet une extension analytique sur le demi plan com- 
plexe îî(z) > 0. Par conséquent, toute fonction m fois différentiable ip qui soit telle que 
est la transformée de Laplace d'une fonction ip qui, par différentiation, satisfait à 

/•oo 

^(z) = V'(™)(z) = (-1)"^ / dse-'' s"" tl^is), ?fiz > 0. 



Avec A® défini dans l'équation H3.2.10() . en utilisant (/)(A®) = (—1)"^ Jp°° ds e s"^ ainsi 
que la positivité de p = g*-kQg, g G 5 (M"), on obtient 



Tr(L®(p) 0(Af/A2)) = i-l)""!^ (^L^ (g) dte-'^?/^' t'^î>{t)L^ (g*) 
Soit {$p}pgN une base orthonormée de Hr et soit < Bt := L^{g) e~*^^'/^^ L^{g*), alors 

/•oo 

|Tr(LQ(p)</.(Af/A2))| = | hm / dt t^m\ 



p<N 

< I dt\\Bt\i t^'imi = I dt\\Bt\\, r|^(t)|. 



Nous allons estimer ||-Bt||i. Pour t > e, avec e fixé et arbitrairement petit, on a 

= \\L''{g)e-'^r/2A'\\2 < n^e^^^^-. A^/sA^ ||2 ||g-(t-e)Ae/2A2||_ 

Vu que (t — e)A® est positif, on obtient ||e~(*~'') ^^/^^^ || < 1. Ainsi, pour tout t > e, \\Bt\\^ < C 
uniformément en t. Pour t < e, le calcul asymptotique du paragraphe précédent montre que 
\\Bt\\-^ = 0(t-"/2). Ainsi Tr (j^ dtBt f^î^it)) < oo et par convergence dominée on obtient 



Tr(Le(p) mf/A')) 

/"OO , , 



m „ 

(4vr)-"/2 VA"-2^02i / d"x/5*e 02/(3;) + 0{A 



2(m+l)^ 

n-2(m+l)N 







oii (j)2i est défini par 

^2;:=(-ir/ (3.2.14) 



(3.2.15) 



Lorsque n = 2m, (/)2/ peut être mis sous la forme plus familière (|3.2.(i|) : 



'^21 



dtc^{t)t^-^-\ pour/ = 0,--- ,m-l, 
(-1)' 0('^™)(O), pour / = m,--- ,n. 



Lorsque n est impair, la forme des coefficients (/>2/ n'est pas aussi explicite car faisant intervenir 
des dérivées fractionnaires de (j). Il est alors préférable de s'en tenir à la définition (|3.2.14|) . 
En résumé : 

Théorème 3.2.9. Soient p G 5(M"), A = -iL^{A^) ® jf, A* = -Af, G 00(1^"), cj) G C°°(M+) 
une fonction positive satisfaisant à la condition 2.1,^) et = + A. Alors L®{p) (f){^\/ h?) 
est à trace. De plus, pour A ^ 00 ; 

5a(^,^,p) = 2™ (47r)-"/2 VA"-2'</)2/ / d^xp(x)~a2i{x) + 0(A"~2(-+i)), 

où les 'moments ' (j)2i sont définis dans \3.2.14-\j ou dans \3.2.15)) suivant la parité de la dimension 
et les coefficients à2i{x) sont donnés dans le théorème \'i.2.5\ avec le remplacement suivant dans 
l'équation \3.2.1U\) : 

\l®(^) ® l2.n ^ {L^{d^A,) + ^0(^^*3^,)) - Yl^- 

De plus, tous les termes linéaires en E dans 021 sont nuls. 



Remarque 3.2.10. Lorsque l'opérateur de Dirac est symétrisé, T>a = T> + A + eJAJ , il faut 
remplacer par L®(A^) - vu que eJ (L®(A^) 7^) J-^ = 7^. Le 

comportement en t des termes du type Tr (L®(/)iî®((7)(— iô)°e*'^''^'') doit alors être établi. Plus 
précisément, 

a[Le(/)iî® x) = (2vr)~" J d^y d^rj e^iv-iU^-v) /(x - 1er,) g{y + ^GÇ), 

et on a 

Tï(L®(/)iî®(5)(-i9re*^''^'') = J (i"2;d"Çcj[L®(/)iî®(5)(-i9)"e*^''^''](Ç,x) 

= I ci":Ed"Ç/(x-ieO<?(x + iGÇ)re-*l«l', 

l'invariance par translation x — > x + ^G.Ç crucialement utilisée dans la preuve du théorème \3.2.5\ 
n'est maintenant plus valable. Nous verrons dans le chapitre suivant (paragraphe \4.1.3[ ), que ce 
point est intimement lié au phénomène de mélange UV/IR. 



3.2.2.3 Application au cas quadri-dimensionnel 

Dans le cas quadri-dimensionnel, en ne gardant que les termes en puissance positive de A, 
on obtient 

où F^''' := d'^A'' - d'^A'' + [A^', A%^. 

En prenant, pour la régularisation, la fonction caractéristique Xv d'un sous-ensemble borné 
F C M^, la propriété de trace du produit de Moyal donne 

5a(^,AXv) = 4^ (a^'Ao 1/'^ + ^ +0(A-2). (3.2.16) 

Modulo un terme cosmologique, c'est l'action de Yang-Mills non commutative spatialement 
localisée. Cette expression est sensiblement différente du résultat de l'action de Connes-Lott 
pour G symplectique, à cause de la brisure de la propriété de trace due à la présence de la 
régularisation p. En effet, dans le cas de l'action de Connes-Lott, le produit de Moyal entre les 
deux tenseurs de courbure peut être omis : 

Y M (a) = -4f/ à^xF'^^F^.ix). 



Chapitre 4 

Mélange UV/IR et noyau de la 
chaleur 

Dans ce chapitre, nous allons étudier certains aspects de la théorie quantique des champs sur 
déformation isospcctralc. Nous nous restreindrons à l'étude d'une théorie scalaire en dimension 
quatre, mais les techniques que nous allons développer peuvent être aisément généralisées en 
dimensions supérieures et pour les théories de jauge. Le point essentiel sur lequel nous allons 
nous focaliser est le phénomène de mélange des divergences infrarouges et ultraviolettes (mélange 
UV/IR). Nous donnerons une interprétation nouvelle de ce phénomène, en terme de noyau de la 
chaleur sur et hors de sa diagonale. La vertu principale de l'approche que nous allons considérer 
(représentation en position), en plus de reproduire les résultats connus des paradigmes plats 
(plans de Moyal et tores non commutatifs) , est d'être directement applicable aux espaces courbes 
déformés. Nous ferons alors une étude systématique de ce phénomène pour tous les types de 
déformation isospcctralc. 

Une des motivations premières pour l'étude des théories des champs sur espace non com- 
mutatif, proche d'être obsolète aujourd'hui, était la construction de théories sans divergence 
ultraviolette. En effet, la notion de points (et donc celle de petites distances) n'existant plus sur 
un espace non commutatif, il semble raisonnable de s'attendre, lorsque l'on substitue un espace 
non commutatif à un espace ordinaire, à ce que les théories quantiques ne soient pas affectées 
par des divergences ultraviolettes. 

Ce ne fut pas le cas pour les premiers exemples étudiés, les plans de Moyal ainsi que les tores 
non commutatifs [11,42,69,76,79,108], oii en plus des divergences UV usuelles, des singularités 
d'un type nouveau apparurent, mélangeant courtes et grandes distances. 

Pour ces déformations plates, la principale nouveauté en rapport avec la renormalisation fut 
la coexistence de deux types de diagrammes de Feynman, respectivement appelés planaires et 
non planaires (cf. paragraphe 4.1.1.2). Cette terminologie puise son origine dans le fait que les 
diagrammes en question sont des rubans, pouvant être représentés sur des surfaces de Riemann. 
Ces deux secteurs de la théorie ont un comportement drastiquement différent. Alors que les 
diagrammes planaires reproduisent à l'identique les divergences des théories commutatives, les 
diagrammes non planaires sont caractérises par des vertcx qui dépendent des moments externes 
au travers d'une phase. Ils sont génériquement finis mais divergents pour des valeurs exception- 
nelles des moments. Par exemple, pour une théorie scalaire en dimension quatre avec un terme 
d'interaction en tp*^^, les diagrammes non planaires présents dans la fonction à deux points 



divergent lorsque l'impulsion externe tend vers zéro. C'est le fameux mélange infrarouge ultra- 
violet, qui rend problématique la renormalisation de la théorie, indépendamment du schéma de 
régularisation choisi. 

En utilisant la représentation de Schwinger de l'action effective dans l'approximation à une 
boucle, nous allons montrer qu'en toute généralité, deux secteurs aux comportements fondamen- 
talement différents, que nous appellerons planaire et non planaire par analogie avec les cas plats, 
coexistent pour les théories scalaires sur toutes les déformations isospectrales. On donnera une 
interprétation purement algébrique de la présence de ces deux secteurs en termes d'opérateurs 
de multiplications twistées à droite et à gauche. La différence de leurs comportements, en parti- 
culier le phénomène de mélange UV/IR, sera comprise en termes de noyau de la chaleur sur et 
hors de sa diagonale. 

Une vertu supplémentaire de cette approche 'sur espace de configuration', est de mettre en 
lumière de nouvelles et /ou plus fines manifestations du phénomème UV/IR, liées à la géométrie 
ainsi qu'aux propriétés arithmétiques des paramètres de déformation. 

Dans le cas non périodique, seules les déformations de rang supérieur ou égal à quatre donneront 
lieu à un secteur non planaire sans divergence. 

Par conséquent, lorsque que le rang de la matrice de déformation est égal à deux, la théorie ne 

sera pas renormalisable, déjà dans son approximation à une boucle. 

Ce résultat semble être contradictoire avec ceux obtenus à partir des règles de Feynman mod- 
ifiées dans l'espace des moments, mais l'apparente contradiction est simplement due au fait que 
la singularité IR (du mélange UV/IR) n'est pas localement intégrable dans ces circonstances ; la 
fonction de Green associée ne définit alors pas une distribution. 

Nous verrons dans le cas périodique, pour que la théorie soit renormalisable, qu'il est nécessaire 
que les entrées de la matrice de déformation soient de nature arithmétique bien particulière. 
Nous verrons aussi que la possible existence de points fixes pour l'action du groupe peut être 
responsable d'un nouveau type de divergences. Cette nouvelle manifestation du mélange UV/IR 
apparaît déjà pour les archétypes des déformations isospectrales périodiques courbes que sont 
les sphères de Connes-Landi et leurs espaces ambiants. 



4.1 Théorie (/?*®^ sur déformations isospectrales 

4.1.1 Action effective à une boucle 

Par souci de simplicité mais aussi pour son intérêt physique, nous nous restreignons au cas 

quadri-dimensionncl ; n = dim(M ) = 4. Il est néanmoins clair que nos techniques s'appliquent 
aux dimensions supérieures sans modification essentielle. Nous considérons ici une fonctionnelle 
d'action classique pour un champ scalaire réel ip 

Nous pouvons ajouter un terme de couplage avec la gravitation du type ^R{iç*Q^p), oh R est la 
courbure scalaire et ^ une constante de couplage, sans aucun changement dans nos conclusions. 
De plus, vu que le scalaire de courbure est invariant sous l'action a, ce terme n'est pas affecté 
par la déformation car R-k^f = R.f pour tout / G C^{M) et donc en utilisant la propriété de 
trace 

/ Hg R.{(p-kQ(p) = IJ,g R-k^ip-k^ip = llg{R-k^ip).ip= j ^gR.lf.if. 

JM JM Jm Jm 



Pour les mêmes raisons, le terme cinétique de l'action n'est pas non plus affecté par la déforma- 
tion et S[ip] peut être réécrite comme 



M 



(4.1.2) 



(Rappelons que dans nos conventions le Laplacien est positif A = — V^V^.) 
Remarque 4.1.1. Nous ne travaillons ici que dans le contexte de la théorie quantique des 
champs Euclidienne. L 'extension au régime pseudo-Riemannien, par prolongement analytique 
des quantités Euclidiennes, nécessitant de plus amples hypothèses sur la quadri-variété M, ne 
sera pas considérée ici. Nous verrons cependant que le régime Euclidien est suffisant pour l'étude 
du phénomène de mélange UV/IR. 



4.1.1.1 Calcul du potentiel effectif 

Notre objectif est de calculer la partie divergente de l'action effective ri;[</?] associée à l'ac- 
tion classique S[ip], dans son approximation à une boucle. Dans la méthode du champ de 'back- 
ground' (voir [121] par exemple), la contribution à une boucle de l'action effective, résultant 
de l'intégration fonctionnelle de l'exponentielle de la partie quadratique en ipg de S[(pq + (pc], 
est donnée par le déterminant du potentiel effectif. Ici ipg est la partie quantique (sur laquelle 
l'intégration fonctionnelle opère) d'un champ quelconque développé au voisinage du champ de 
'background' (pc (partie classique). Pour que cette méthode soit valable, il faut en principe que le 
champ (fc soit une solution classique 'des équations du mouvement'. L'existence de solutions pour 
de 'telles équations d'évolution' non linéaires, est garantie par des théorèmes généraux [86]. Nous 
n'utiliserons pas explicitement ce fait car la méthode du champ de 'background' nous servira 
essentiellement à extraire les parties divergentes des fonctions de Green à n points dans l'ap- 
proximation à une boucle. Dans la suite, nous supprimerons l'indice c et il sera toujours entendu 
que (f est le champ de 'background'. 

Ainsi, Tii[(p] est formellement donné par ^ ln(det H), où H est le potentiel effectif. Dans notre 
cas (ainsi que dans le cas commutatif = 0), nous verrons que H = A + rri^ + B, où B est un 
opérateur positif et borné ; lorsque que la variété M n'est pas compacte, le spectre essentiel de H 
n'est pas vide (typiquement l'intervalle [m^,-|-oo[). Afin de manipuler des opérateurs ayant un 
spectre purement ponctuel (discret et de multiplicité finie) et indépendamment de tout schéma 
de régularisation, nous devons redéfinir (formellement pour l'instant) l'action effective à une 
boucle comme 

Tuif] := èlndet {HH^^), 

où Hq^ := (A + m?)^^ est le propagateur libre. Nous ne sommes alors pas "si loin" d'avoir un 
déterminant bien défini, car 

HH^^ = (Ho + B)H^' = 1 + BH^\ 

et nous verrons que BHq^ appartient à toutes les classes de Schatten pour p > 2. Les 

conséquences physiques du remplacement de H par HHq^ sont bénignes, cette normalisation 

correspondant à soustraire les amplitudes vide/ vide (diagrammes sans patte externe). 

Nous définirons le logarithme du déterminant, par la représentation en 'temps propre' de Schwin- 

ger 

V,M = \\n{àet{HH^')) ■■=-\fj TV (e-*^ - e-*^o) . (4.1.3) 



Avant de donner une signification précise à cette expression, c'est-à-dire avant de choisir un 
schéma de régularisation, nous allons calculer le potentiel effectif H. Rappelons que le potentiel 
effectif (voir par exemple [121]) est l'opérateur dont le noyau distributionnel est donné par la 
dérivée fonctionnelle seconde de l'action classique 



A=0 



ôip{p)ôip{p')' " ' ■ ô(p{p)6(p{p') 

où les dérivées fonctionnelles sont définies au sens faible 

\ ôif ' / ' dt ' 

et oii le couplage est donné par l'intégrale avec la forme volume Riemannienne (/, h) = ^Xg f h. 
En utilisant la propriété de trace on obtient alors 

dS[ip + t% 



dt 

D'où 



La dérivée fonctionnelle seconde donne quant à elle 



\6ip{p)Sip^ I dt 



t=o 



où la distribution ôp a été définie lors du paragraphe 11 . 2 . 2l Finalement, en utilisant la relation 

Ka{p,p') = {A*ô^pW), 
valable pour tout opérateur fermable sur L'^{M,fig), on obtient pour le potentiel effectif 

H = /\ -\- m + -^^{L^p^Q^p + RipirQip + RipL^p). 

Puisque ip est une fonction réelle, les opérateurs et R^ sont auto-adjoints ; on peut alors 
vérifier la stricte positivité de H : 

Nous arrivons au point crucial : 
l'existence du phénomène de mélange des divergences ultraviolettes et infrarouges, vient de la 
présence simultanée des opérateurs de multiplication twistée à droite et à gauche dans le potentiel 
effectif. 

Plus spécifiquement, le produit des opérateurs de multiplication twistée à gauche et à droite LfR^ 
jouit de propriétés régularisantes importantes. La conséquence primordiale, qui sera employée 
au paragraphe 14.1.31 est que la trace de e~*(^+"* ^ est régulière lorsque t tend vers zéro, 

contrairement à Tr(Lj e"*'^^"''™' )), Tr(iîj e"*^'^"'"™' )), Tr(My e~*(^+'" )), qui en n dimensions se 
comportent comme i"*^/^ lorsque t — > 0. Nous verrons qu'en fait, ces trois dernières traces sont 
identiques. 



Remarque 4.1.2. Pour une théorie c/?*©"^ sur une variété de dimension six, le potentiel effectif 
a la forme suivante 

H = A + + ^{L^ + R^). 

Même en l'absence du terme "mixte" R^L^p, la théorie possède un secteur non planaire, mais 
les diagrammes non planaires ne sont présents qu'au niveau de la fonction à deux points ; le 
'tadpole ' n'est pas affecté par le mélange UV/IR. 

4.1.1.2 Graphe planaire/non planaire versus représentation régulière gauche /droite 

La notion de diagramme de Feynman planaire et non planaire provient des théories ma- 
tricielles [56,93]. Considérons par exemple un champ scalaire réel à valeurs matricielles sur une 
variété Riemannienne M, i.e. (p* = (p £ M]\j(^C^{M)) , et une action classique 

5[0] := / ;U,Tr(i^(A + m2)</,)+ A Tr 

où le Laplacien agit sur chaque composante du champ (f)ij, i,j = 1, • • • , A''. Le propagateur de 
cette théorie, i.e. le noyau de l'inverse de l'opérateur (A + m^) agissant sur l'espace vectoriel 
M7v(C^(M)), porte des indices matriciels. Il sera graphiquement représenté par une double 
ligne (un ruban), chacune portant un indice matriciel à chaque extrémités. Le vertex de cette 
théorie, le noyau du terme d'interaction, i.e. le noyau de la forme fe-linéaire /^^ fig Tr (0i • • • 0^) , 
sera lui aussi représenté par k doubles lignes, une ligne pour chaque indice matriciel, se joignant à 
l'une de leurs extrémités. Les diagrammes de Feynman sont ensuite obtenus par contraction des 
vertex avec les propagateurs. L'idée est qu'un tel diagramme est dit planaire lorsque qu'il peut 
être tracé sur un plan (évidemment en l'absence de croisement de ruban), et non planaire sinon. 
Plus précisément [93, paragraphe II.5], ces diagrammes engendrent des surfaces de Riemann, en 
identifiant les pattes externes avec 'un point à l'infini'. Les diagrammes planaires seront ceux 
pour lesquels la surface générée est de genre g = (une 2-sphère), et non planaire lorsque g > 0. 

En utilisant la caractérisation matricielle du produit de Moyal symplectique (cf. proposi- 
tion [ÏÏ^T!]), on peut appliquer directement ces considérations. On pourra alors représenter les 
amplitudes de transitions de ces théories par des diagrammes en ruban [11,42,57-59]. 

Le concept de graphes planaires et non planaires, ou plus simplement de contribution 
planaires et non planaires, se généralise à n'importe quelle théorie quantique des champs non 
commutative, en particulier aux théories scalaires sur déformations isospectrales. Par théorie 
quantique non commutative (scalaire) , nous entendons une théorie où les champs classiques sont 
vus comme les éléments d'une algèbre non commutative, avec une action classique construite 
à partir d'une trace sur l'algèbre. Le cas vectoriel, pour lequel les champs classiques sont les 
éléments d'un module projectif de type fini est sensiblement plus compliqué. 
En effet, la caractéristique essentielle utilisée dans le cas matriciel est l'invariance par permuta- 
tion cyclique des arguments du vertex (dans une base ou une représentation donnée) , conséquente 
à la cyclicité de la trace. On représentera alors les propagateurs et les vertex par des rubans, 
par analogie avec le cas matriciel. Après contraction des vertex avec les propagateurs, on obtient 
deux types de graphes : planaires lorsque seuls les rubans des vertex qui sont adjacents ont été 
contractés et non planaires sinon. 



Nous allons évoquer maintenant le lien entre les secteurs planaire et non planaire et les 
operateurs de représentation régulière gauche et droite. 

Considérons pour cela une algèbre non commutative A munie d'une trace finie r, ainsi qu'un 
'opérateur cinétique' M G C{A) (non nécessairement borné) jouant le rôle du Laplacien. Pour 
tout a G .4, on définit une action classique par 

S[a] :=lr{aMa)+^T{a'). 

Tout d'abord, il est facile de montrer que la structure du potentiel effectif, c'est-à-dire la présence 
simultanée d'opérateurs de multiplication à gauche et à droite, donc l'existence de deux secteurs 
distincts dans la théorie, est tout à fait générale : le potentiel effectif contiendra toujours des 
sommes et produits d'opérateurs de représentation régulière gauche L et droite R : 

k—2 

Dans la méthode du champ de 'background', les contributions à une boucle sont données 
par l'intégrale fonctionnelle sur la partie quantique Og, d'un champ quelconque A3 a = aq + ac 
développé autour d'un champ classique Oc, de l'exponentielle (réelle dans le régime Euclidien) de 
la partie quadratique en aq de S\aq + a^. Elles sont données par le logarithme du déterminant 
du potentiel effectif. Un 'développement en puissance de Oc' de ^Indct'^^ {^Ha^H^^^ , où dct^*^^ 
est un déterminant régularisé correspondant au schéma de régularisation choisi et Hq := M, 
fournit la correspondance avec les parties divergentes des diagrammes de Feynman (régularisés) 
à une boucle en présence d'un champs de 'background' Qc- 

En effet, les diagrammes de Feynman à une boucle en présence d'un champs de 'background' 
sont obtenus par contraction des vertex et des propagateurs donnés par l'action Squadifig], partie 
quadratique en Ug de S[aq + Oc] : 

1 A ''"^ 

Squadiag] = -T{a.qMaq) + 2(fc_ ni IZ^K"cQg«c ^ 

Dans ce cas, le propagateur est encore donné par M~^, les vertex par des graphes consistant 
en A; — 2 rubans externes (attachés en leurs extrémités à a^) alternés avec deux rubans internes 

(avec des indices libres à leurs extrémités). 

La similitude entre et Sq^adi^'q] donne ainsi la correspondance entre les diagrammes planaire/ 
non planaire et les opérateurs de représentation régulière gauche/droite. 

Nous allons terminer par une petite digression, dans le but d'illustrer le caractère régularisant 
des opérateurs LfR^. Nous allons observer ce phénomène dans les cas 'limites' des plans de 
Moyal non dégénérés (n = 2N, 9 inversible) , pour lesquels il est particulièrement éloquent car 
les opérateurs LfR^ sont à trace lorsque f,hÇ: S{M?^). Ce fait, connu des experts, n'a été que 
rarement rapporté dans la littérature (à ma connaissance, la seule publication le mentionnant 
est [3]). Plusieurs arguments peuvent être invoqués pour démontrer cette propriété. Par exemple, 
on peut considérer la décomposition polaire fi = tiî*(,|/i|ois de fi G 5(M^^), i = 1,2 (ici \.\alg 
désigne le module au sens de la C*-algèbre unifère Aq et non pas au sens des fonctions) et utiliser 



le fait que \fi\aig = 9i'^e9i Pour certains gi G S. Alors, en utilisant la commutation de L avec R, 
on obtient 

ll-^/i ^Î2 lll — W^ui II \\Ru2 II ll-^g^ Rgl Rg2 ^gi lll 
— Il-^wi II II -^«2 II 11-^92 -^gi II 2' 



pour finalement vérifier que le noyau de RfLg, f,h(z 5(M ), est de carré sommable. 
Il existe une manière de procéder encore plus éloquente, utilisant la base de Wigner de l'oscilla- 
teur harmonique, qui montre à quel point ce phénomène est proche de celui des opérateurs de 
Toeplitz. En développant /, /i G 5(M^^) dans cette base, 

/ — ^ ^ Cmn fmn ; h — ^ ^ dmn fmn ; 

m,n m,n 

et en utilisant leurs propriétés d'unités matricielles fmn*efki = ^nkfmi et de base orthonormée 
{2-Ke)-^{fmnJki) = ôm,kàn,i, OU obtient 

Tv {LfRh) = {2TTey'^ ^ Ckldstifmn, fkl*efmn*efst) 
m,n,k,l,s,t 



^ ^ C-mm dnn 
m,n 



< oo. 



On peut alors factoriser HHq ^ et extraire une partie finie dans l'action effective : 



X ( 1 - ^L^R^ ^ ) . (4.1.4) 



Or, 



son déterminant est donc parfaitement bien défini. Seul le déterminant de la première parenthèse 
de l'équation 1)4.1.4(1 a besoin d'être régularisé. Nous verrons que déterminant de la deuxième 
parenthèse de (|4.1.4|) contient l'intégralité de la contribution non planaire à la fonction à deux 
points. Pour la fonction à quatre points, la partie non planaire finie réside dans les deux termes. 



4.1.1.3 Schémas de régularisation 

Retournons au calcul de rii[99] dans le cas général. L'intégrale sur t dans (j4.1.H|) est divergente 
à cause du comportement du noyau de la chaleur sur sa diagonale pour t tendant vers zéro. On 
définit l'action effective à une boucle régularisée par 

ry^]:=-i r^Tr(e-*^-e-*^o). (4.1.5) 



D'autres schémas de régularisation existent. Par exemple la régularisation Ç, le pendant en espace 
courbe de la régularisation dimensionnelle, obtenue en remplaçant dans l'expression de l'action 
effective 1/t par ^"^^ /t^~" , oii /i est une échelle de masse (nécessaire pour conserver la bonne 
dimension) et a est un nombre complexe : 

r-^M ■■=-lfjW Tr(e-*^-e-*^o). (4.1.6) 

En dimension n (paire), l'intégrale ()4.1.6() est bien définie pour ?R.(a) > n/2 — 1. On peut montrer 
qu'elle possède un prolongement analytique en a sur C \ {n/2 — 1, n/2 — 2, • • • }. 
Nous n'utiliserons cependant cette régularisation que lorsque l'on voudra comparer nos résultats 
avec ceux obtenus dans le cas du plan de Moyal, par règles de Feynman modifiées (dans l'espace 
des impulsions) et régularisation dimensionnelle. Pour les autres applications, en particulier pour 
l'étude du mélange UV/IR, la régularisation (|4.1.5|) sera suffisante. Notons que e peut être pensé 
comme un cut-off en impulsion, i.e. e = A~^. 

Pour montrer que les expressions (|4.1.5j) et (|4.1.6|) sont maintenant bien définies, il est 
nécessaire que la différence de semi-groupe e~^^ — e~*^" soit à trace pour tout t > 0. No- 
tons aussi que la convergence de l'intégrale en t ^ oo est assurée par le facteur global e"*™" . 
Aussi, lorsque le spectre du Laplacien est borné inférieurement par une constante strictement 
positive, on pourra construire des théories sans masse et sans divergence infrarouge. C'est en 
particulier le cas pour le plan hyperbolique twisté Hq, vu que le spectre (L^) de A sur H" est 
la demi-droite [n^/4, oo[. 

Lemme 4.1.3. La différence de semi-groupe e~^^ — e~^^° est à trace pour tout t > 0. 

Preuve. En utilisant la positivité de H ainsi que celle de Hq, la propriété de semi-groupe et le 
calcul fonctionnel holomorphe avec un chemin 7 entourant les spectres sp{H) C et sp{Hq) C 
M+, on a 



[/ITT) J^x-y 



011 Ra{z) = {z — A) ^ est la résolvante de A. Ov H = Hq + B où B est borné. Puisque 
Rh{z) = Rho{z){)- + BRh{z)), on obtient 

Rh{zi)Rh{z2) - Rho{^i)Rho{z2) = Rho{zi)Rho{z2)B Rh{z2) + Rho{zi)BRh{zi)Rho{z2) 

+ Rho{zi)BRh{zi)Rh,{z2)BRh{z2). 

La première équation résolvante et le fait que Lf{z — A)^^ , Rf{z — A)^'^ G £P{7i), pour 
p > 2/k,f G C^{M) (proposition 12.3.5)) . utilisée avec l'inégalité de Hôlder pour les classes 
de Schatten, permettent de montrer que 

[ dZi dZ2 e~'^'^+'^^/^RH,{zi)RH,{z2)BRH{z2) 

1/7x7 

ainsi que les autres termes, sont des intégrales au sens de Bochner pour la norme trace. Ainsi, 
e~^^ — e~^^° est à trace comme énoncé. □ 



4.1.2 Développement en puissance du champ 



Pour décrire les divergences, nous allons étudier le comportement de T^Jc/?] lorsque e — > 0. 
Nous allons ensuite montrer qu'il existe pour toutes les déformations isospectrales deux types 
de contributions pour les fonctions de Green : les contributions planaires donnant lieu à des 
singularités UV ordinaires et celles non planaires exhibant le phénomène de mélange UV/IR. 
Travaillant en espace courbe, il n'est plus possible de définir des diagrammes de Feynman dans 
l'espace des moments. Nous allons cependant continuer à parler de contributions planaires et non 
planaires (cf. paragraphe 4.1.1.2), en utilisant le clivage entre les opérateurs de multiplication 
twistée à droite et à gauche, clivage qui coïncide avec celui entre les diagrammes planaires et 
non planaires dans les cas plats connus. Ce point deviendra plus limpide dans les prochains 
paragraphes. 

Intéressés par le comportement en e de F^^ \ip\ (nous ne considérons que la partie potentielle- 
ment divergente de l'action effective), nous avons besoin d'un développement en puissance de 
t pour Tr {e~^^ — e"*^") lorsque t — > 0. Ce développement est obtenu par des techniques déjà 
utilisées dans le calcul de l'action spectrale. Parce que la dimension est quatre, la formule de 
Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) à l'ordre deux 

g-iH ^ g-ti?+4[A,B]-^[A,[A,S]]-£[B,[A,iî]]+... ^^tHo^ 

est suffisante pour capturer la structure des divergences. Il faut ensuite développer la première 
exponentielle et ne garder que les termes qui, sous la trace, donneront des termes d'ordre inférieur 
ou égal à zéro en t. Seuls quelques termes seront important, car en dimension n 

Tr(L/A'=e-*^) ~ t-"/2-fc, t ^ 0, 

TïiRfA^e-^^) ~ t-"/2-fc, t ^ 0. (4.1.7) 

En effet, pour le cas "gauche" (le cas droit étant similaire), étant donné que Lf{\+A)~^ G ^^{Tï) 
pour tout p > n/2k d'après la proposition l2.:-{.6l on déduit que pour tout e > 

||LyAV*^||i < ||L;(l + A)-"/2-.||^ ||_^l_||||(l + A)"/2+fc+-e~*^|| 

< C7(e)r("/2+fc+e) (4_1_8) 

où la dernière estimation a été obtenue par calcul fonctionnel. Dans le développement en puis- 
sance du champ, il faut alors corriger la puissance en t par l'ordre de l'opérateur différentiel et 
donc 

e-*^ = (l - ti? + ^ [A, S] - ^ [A, [A, B]] + e-*^o + 0(t); 

qui signifie que nous avons le développement suivant pour t — > : 

Tt (e-'^ - e-'^'^) =Tt( {-tB + -[A, B] - -[A,[A, B]] + -B^)e-'^') +0{t). (4.1.9) 

\ 2 6 2 y 

Nous allons commencer par montrer que les commutateurs présents dans l'expression H4.1.9|l 
fournissent des contributions nulles à l'action effective. 

Considérons pour cela les termes Tr ([A, CJe^*-'^"), avec C = B ou C = [A, B]. 



En effet, à la condition que chacun des termes ACe~*^° et CAe^*^° soit à trace, on obtient 
le résultat en utilisant la cyclicité de la trace ainsi que la commutation du Laplacien avec le 
semi-groupe de la chaleur : 

TV(A(7e"*-^o -CAe-*^") =Tr(ACe-*-^o -ACe'^^") =0. 

La traçabilité des opérateurs CAe~^^'' s'obtient facilement par calcul fonctionnel et en invoquant 
les mêmes arguments que ceux utilisés pour établir l'estimation (|4.1.8p . Pour celle des termes 
ACe~''^", nous allons utiliser la relation tautologique 

A C e~*-^« = CA e-*^« + [A, C] e"*^» . 

Ainsi, il ne reste qu'à montrer que les opérateurs [A, C] e"*-^" sont eux aussi à trace. 
Il est suffisant pour cela de calculer les commutateurs [A,L^^q^], [A, R^i.^^], [A,L^R^], etc.. 
La méthode la plus simple est d'utiliser les formules 2.7(1 et ()1.2.8() . Par [Vz, A] = pour tout 
z G m' (signature concrète de la propriété d'isométrie de l'action) et en choisissant un système 
de coordonnées locales {x^}, nous obtenons 



[A, Vq^] = (27r)-' [ éyéz e-'<y^'> V^ \A,M^,^^\ V i 

Jr2' 2 



et similairement, 



[A^R^pL^p\ = R^[A,L^p\ + \A,Rlp]L^p 

= R^pL/^ip + R/^ipLip — 2R\/f^^L\/ — 2(iî(^Lv'^ip + Ry^-ipLip)^ fj_. 

Le système de coordonnées utilisé doit être compatible avec la déformation, c'est-à-dire qu'il 
doit être défini sur un voisinage U G M invariant par a. On peut obtenir un tel système, en 
choisissant n'importe quel recouvrement d'ouverts {Uj}i^i de M, pour définir {Ui}i^i en laissant 
M' agir dessus :Ûi:=RKUi. 

Les derniers commutateurs dont on a besoin sont : 

[A, [A, Lip^Qi^]] = -/^AA((/3*e</3) ~ 4LvMA(</3Jrev)^M + 4-^^V''V''(ip*e¥')^M^!^' 
[A, [A, R^pi,^^]] = RAA{ip*ev>) ~ ^-^V''A(</3*e'p)^A' + ^iî^^y^j-^^Q^) V^Vjy, 
[A, [A, R^L^]] = R^Li\/\^p + R/^/s.LpLp, + 2R/\^pL/\^ 

— 4:R\rti^L\r^/\^ — 4:R\rfiAipL\r^ip + 4:R\rti\ri^^L\/ ^■^ 

— 4(iî(pLvMAip + Ryi^AipLip + Rj\ipL\ri^ip 

+ Rsj 1^ ipL — 2iîv"'(/3-^v^V'^(/p ~ '^R'V"'vt^ipL'^^ip)'V 



Par calcul fonctionnel, on obtient alors que chaque terme des développements précédents de 
[A, C]e-^"o, avec C = ou C = [A, 5] sont à trace, et donc Tr ([A, C]e-^"o) = 0. 



Finalement, on obtient 



+ 2iî^L^.e3 + 2R .e3i^)e-*(^+™')) + 0{t). 



4.1.3 Contributions planaires et non planaires 

Nous allons séparer l'expression précédente en deux parties. Dans la première, nous ne 
garderons que les termes du type Lje"*^ et Rfe~^^. Ces derniers constituent "la partie planaire", 
car donnant des contributions du même type que celles des théories commutatives, comme on 
peut s'en persuader en regardant l'équation (|4.1.1U() ci-dessous. Le deuxième type de contribu- 
tion, correspondant à la partie non planaire, consiste en les termes de la forme LfR^e'^^ . 

La contribution planaire à (la partie divergente de) l'action effective à une boucle est alors 
donnée par 

niA^] := ^^"dte-*-'{ATr ((V3^ + iî^,e^)e-*^) 



Pour calculer ces traces, montrons que la trace est un déquantificateur pour le produit déformé : 

Tr {Lf e"*^) = TV [Rf e"*^) = Tr (M/ e"*^) . (4.L10) 

Nous répétons les arguments pour l'obtention de l'équation (|4.1.1()j) . dans le cas de Lje~*^. 
Pour Rfe~^^ les arguments sont similaires. A partir de l'expression du noyau distributionnel de 
l'opérateur Lf e~*^ 



.(p,p') = (2vr)-' / d'yd'ze~'<y^'> fi-^ey.p)Ktiz.p,p'), 
Jm 



on a 



Jm 

= (27r)-' / ^^g{p) f Syéze-'<y^^> f{-\Qy.p)Kt{z.p,p). 



En utilisant l'invariance de la forme volume sous l'isométrie p — > i^Qy.p ainsi que [e Vz] = 0, 
traduit en terme de l'invariance de son noyau 

Kt{z.p,z.p') = Kt{p,p'), (4.L11) 

on obtient 

TV {Lf e-*^) = / Msb) f{p) Kt{p,p) = Tr {Mf e"*^). 
Jm 



La partie planaire de l'action effective à une boucle est alors 

ni,p[^] = l^dte-'"^'{^Tv (M^.e^e-*^) - t-^Tr [u^.^.e-'^)} + 0{e^). (4.1.12) 
D'après la relation 

KMfe-t^(.X,x) = f{x)Kt(x,x), 

et le développement du noyau de la chaleur sur sa diagonale à l'ordre un 

Kt{x,x) = (47rt)-2(l - +O(i0), 
on obtient modulo des termes d'ordre 0(e°) : 

La partie planaire reproduit alors les divergences ordinaires en ^ et |lne| correspondant, dans 
le langage des diagrammes de Feynman, aux fonctions à deux et quatre points. 
La contribution non planaire est quant à elle 

((3i^^*e^ Ve^ + 2iî^ + 2i?^*G3i^^)e-*^) } + 0{e^). (4.1.14) 

En utilisant l'expression des noyaux des opérateurs Lf et Rf 

Kl,{p,p') = (27r)-^ / éyéze-'<y''>f{-^@y.p)ôipip'), 

Kn^{p,p') = i27rr' [ d'y d'ze-'<y'^> f{z.p) ô\ {p'). 

on obtient le noyau de LfRhe~^^ en terme de celui du semi-groupe de la chaleur Kt : 

Kr.R,e-MP,P) = (2vr)-' / éyd'ze-'<y''> fii-^By- z).p)hiz.p)Kti-^Qy.p,p'). 

Après quelques changements de variables, la trace de LfRhe~^^ devient 

Tt(Ljiîfte-*^) = (27r)-' / f,g{p)[ d'yéze-'<y''> f{p)h{z.p) Kt{-ey.p,p). (4.1.15) 

Puisque Kt est symétrique et invariant sous a, l'isométrie p ^ —z.p entraîne 

TV {LfRhe-'^) = Tr (iî/L/^e"*^) . (4.1.16) 
En utilisant cette dernière relation, on obtient finalement pour r^^jyp[(/?] 

rL,ivpM = ^ rdte-'^' [ i,,{p) [ éyéze-'<y'^>{^^{pMz.p) 

- lj^[3v^Mp)<f^e'Pi^-P)+Mp)V'*^Hz-P))}Kti-@y.p,p) + Oie''). (4.1.17) 

Nous verrons que le meilleur comportement du secteur non planaire ainsi que le mélange UV/IR 
viennent de la présence du noyau de la chaleur hors diagonale dans l'expression précédente. 



4.2 Déformations non périodiques 

4.2.1 NCQFT sur plan de Moyal dans l'espace de configuration 

4.2.1.1 Cas non dégénéré 

Lorsque M = avec la métrique plate, / = 4 et lorsque agit sur lui-même par translation, 
la déformation isospectrale correspondante coïncide avec le plan de Moyal quadri-dimensionnel 
non dégénéré Mq. Dans ce cas, le noyau de la chaleur est exactement donné par 

Kt{x,y) = (47rt)~^e"^4t^. 

^1/ pi'ç) et ]\[piv) sont alors calculables explicitement. 
Pour la partie planaire, nous obtenons à partir de (|4.1.i;-ij) 

qui donne des divergences ordinaires en et | lne| pour, respectivement, les fonctions à deux 
et quatre points. 

La partie non-planaire est alors donnée par 



L'intégration Gaussienne sur y peut être effectuée 

Ti/tvpM = (2vre)"^ / dte-'""' d^x e-*l®"'(^-")l' 

Je Jr» 

X {^^V^i^Mz) - -^^{3ip-k^ipix)ip-k^^iz) + Mx)ip'^\z))^ + Oie''), 
où 6 := (det0)^/^. Finalement, l'intégration sur t aboutit à 

g-e{m2 + |e-i{^-x)|2) 



= (2vr0)~' / d'xd'z 



m? + \Q ^{z — x) 



2 



V ( ^ ,n(^\,n(.\ ^^■*^B^{x)^-*^e^{z)+Aip{x)^*^^{z) \ q 

Cette expression est régulière lorsque e tend vers zéro. Nous verrons que malgré ce qui est 
communément admis, ce n'est pas le cas lorsque / = 2. 

Rappelons que l'action effective IPI (une particule irréductible) est reliée aux fonctions de 
Green IPI par 



n=0 



où le couplage multilinéaire est donné par 

J Mx---xM 

On peut alors extraire des formules précédentes, par dérivation fonctionnelle, les fonctions de 
Green non planaires à deux et quatre points dans l'espace de configuration dans la limite e — > : 



96 m2 + |e-i(x-y)|2' 

3 ^2i<v,e-\u-z)> 



A /3 f 

G\i^Np{x,y,z,u)=-{'Kdy^—y-5{x-y + z-u) / év 



[m? + \Q -"-(z — u — x)P)2 

g2î<x-y,0-l(z-î/)> 

+ 



[m? + \Q -^(x — y + z — ti)|2)2 

Le phénomène de mélange UV/IR dans l'espace de positions se manifeste dans le comporte- 
ment à l'infini des fonctions de corrélations : 

Par transformée de Fourier, on observe que la lente décroissance à l'infini de ces fonctions 
équivaut à une singularité infrarouge 
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où Kn{z) désigne la n-ième fonction de Bessel modifiée. On retrouve le mélange UV/IR dans sa 
forme habituelle (voir par exemple [94]) car 

^ KiHeç|)~(|eç|)-2, |ç|^o. 



m 

Ce dernier résultat coïncide avec celui usuellement obtenu par calcul de diagrammes de Feynman 
dans l'espace des moments. 

Pour la fonction à quatre points, les deux approches ne coïncident pas tout à fait : le développe- 
ment que nous avons utilisé ici n'est qu'équivalent au développement en diagrammes de Feynman, 
dans le sens où ils diffèrent d'une quantité finie. On a cependant coïncidence pour la fonction à 
deux points. 

Les comportements des amplitudes en position et en impulsion pour é* | présentent aussi 
d'intéressantes différences. Supposons pour simplifier que O ait la forme canonique : 

Q = es, 

où la matrice S a été définie dans l'équation (|2.2.3() . En développant la fonction à deux points 
en puissance de 0, on trouve 

1 / 02^2 qA^A 



On remarque que la dépendance logarithmique en 6 du mélange UV/IR dans l'espace des mo- 
ments (en addition à celle quadratique), trouvée dans [94], est apparemment absente dans l'es- 
pace de configuration. Aussi, à la seule exception du premier terme, la série précédente est 



composée de fonctions qui ne sont pas des distributions tempérées ; elles n'ont alors pas de 
transformées de Fourier. En d'autres termes, la 'limite commutative' ne commute pas avec la 
transformée de Fourier. 

Le problème est en fait plus subtil. On peut se demander à quel type de divergences le 
développement précédent est associé. La réponse est que le premier terme diverge dans l'infra- 
rouge (en position), le deuxième dans l'infrarouge et l'ultraviolet et tous les autres dans l'ultra- 
violet. Il est peut être surprenant que l'on puisse retrouver le résultat exact à partir de cette 
série mal définie, en invoquant précisément une correction aux divergences UV indiquées. On 
peut en effet "renormaliser" (dans le sens d'Epstein et Glaser) les fonctions avec pour 

résultat des distributions tempérées [l/|a;p'^+^]iî, qui dépendent d'une échelle de masse /x. Leurs 

transformées de Fourier, [l/lxP'^+^jiî, ont été calculées dans [52,95] : 



- — ■ — - (—)k+l\t\2k 



21n|^-î'(fc + l)-*(A; + 2) 



#+iA;!(A; + l)! [ 2/x 

Le paramètre de masse naturel dans notre contexte étant 1/Om, c'est en l'identifiant avec le 
paramètre libre fi, que l'on peut retrouver exactement le résultat en re-sommant la série des 
transformées de Fourier des distributions '■ 

+ ^ E 4nn!(n + l)! 0^ ^ " + ^ " + 2) j = 



4.2.1.2 Cas dégénérés 

L'effet du rang de la matrice de déformation sur la renormalisabilité de la théorie, devient lui 
aussi plus clair dans l'espace de configuration. Pour un plan de Moyal de dimension n avec une 
matrice de déformation de rang l et une théorie (p*®^ à une boucle, la fonction à deux points dans 
l'espace des moments se comporte comme |6^|~'*''"^, lorsque ^ — *• 0. Cependant, étant donné que 
0,^ G lm(0) = m}, la singularité infrarouge n'est pas localement intégrablc si / < n — 2. Il s'ensuit 
que la fonction de Green à deux points ne définit pas une distribution tempérée et n'a pas de 
transformée de Fourier. 

Pour le 'tadpole', en dimension quatre, la contribution non planaire en position reste alors 

divergente lorsque 1 = 2. 

La situation est plus clémente pour la fonction à quatre points, car la singularité IR est intégrable 
dès que l ^ 0. Cet aspect du mélange va aussi se manifester dans le cas général des déformations 
isospectrales non périodiques oii nous verrons que la partie non planaire de l'action effective 
reste divergente pour / = 2. 

Nous allons terminer ce paragraphe consacré aux déformations isospectrales non périodiques 
plates, en illustrant cette discussion par le calcul de la fonction à deux points en régularisation C,. 
Cela permettra de comparer nos résultat avec ceux présents dans la littérature. Pour le restant 
du paragraphe, nous allons considérer une matrice de déformation du type 

®=(o es)^ ^'={-1 ï) ■ 

Il sera alors commode d'introduire la notation 9 a; = (x, x), avec x = {x^, x^) et x = {x'^ , x^) . 
De même, on écrira p = {p,p) dans l'espace des moments. 



Considérons la régularisation : 

,1a l'oa 



la pco 

2 Jo 



La fonction complexe ainsi définie possède un prolongement analytique en la variable a sur 
C\{l,0,-l,-2,---}. 

En effectuant le même développement que précédemment, on obtient pour la contribution 
correspondant à la fonction à deux points 

\ 2a roo 

^11 2P [^] = / dt t'' e-'^ Tr [ (L^,^ + R^,^ + R^) e"*^ ] 
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+ 



■^-^^ r((T) y '^^^ J d\iip{x,x)Lp{x,x + u)^ + 



On peut alors extraire les fonctions de Green associées. On obtient pour la partie planaire, 

rî«,2P,p(a;i - X2) = i^-^j r{a - 1) (xi - X2) , 

et pour celle non planaire 

rT/,2P,^p(^l - X2) = -^^^ (£2) S^^\xi - X2) 



^ ^ {Xl - X2) 



La contribution non planaire est alors ni finie ni locale lorsque a tend vers 0. Cette non-localité 
rend alors la théorie à une boucle non-renormalisable par adjonction de contre-termes locaux, 
au sens oij de tels termes ne sont pas présents dans l'action classique. 

Pour comparer ce résultat avec ceux de la littérature, il est commode de calculer la trans- 
formée de Fourier de cette fonction de Green : 

ri- f~ -^ /■ ,4 -ipzra ( N Am^ / V ^\-aiQrn\p\) 

Gu,2pMp^p) ■■=Jdze T,^Mz) = ^[^2) ' 

Apparemment, la limite cr ^ de cette dernière expression existe et on est tenté d'écrire 

1- f~ -^ Am2 Ki{em\p\) 

limG,,2P,Np{P^p) = ^ gmlpl • 

Bien que finie, cette limite n'existe pas au sens des distributions, car encore une fois la singularité 
infrarouge n'est pas intégrable. 

4.2.2 Les divergences dans le cas général non périodique 

Dans cette partie, nous supposerons que ip G C^{M) et que l'une des hypothèses (I) ou (II) 
du paragraphe 1233 soit satisfaite, de manière à ce que l'une des estimations ()2.3.1j) ou (|2..S.2j) 
sur le noyau de la chaleur soit valable. 



Dans le cas gênerai (périodique ou non), nous avons vu que jvp['/'] donnée par 



2(27r)' Jm Jr2i 

r A t \ ^ 

X {-^_^{pMz-p) - -j^{3ip-kQip{p)ip-kQif{z.p) + Mp)ip*®^{z.p)] j + 0{e^). 

Nous allons montrer que cette expression ne peut pas produire de divergences plus importantes 
que celles du secteur planaire. Encore une fois, la régularité de ces intégrales dépend uniquement 
des données géométriques, à savoir du rang / de la matrice de déformation (que l'on pourrait 
appeler la dimension non commutative effective) et de la métrique par l'intermédiaire de la 
distance Riemannienne. 

Avant d'estimer la partie à deux points de Tfi j^p[(p], qui est le propos principal de ce para- 
graphe, il est intéressant de remarquer que la fonction de Green à deux points non planaire, a 
la forme suivante 

Gh,NpMP'P') = ^ [ àyd'ze-^<y'^> r dte-'^'Kt{-ey.p,p)ôl^{p'). 

Dans cette expression distributionnelle, on peut alors lire qualitativement le phénomène de 
mélange : en utilisant les estimations du noyau de la chaleur hors diagonale [8,27], valables 
lorsque la courbure de Ricci est bornée inférieurement et lorsque soit l'inverse du volume soit de 
la constante isopérimétrique d'une boule de rayon fixé est uniformément bornée : 

[AiTty^e-'^^^^P'^/^^ < Kt{p,p') < C(47ri)"^e-'^^(P'P')/^(i+'^)*. (4.2.1) 



On obtient alors l'inégalité 

/•oo foo —tm? 

/ dte-*"'Ktiey.p,p)<C dtj — ^e-<i?{e2/.p,p)/4(i+c)t 
Jo Jo {4:Trty 

_ C 4m-v/l + c ,mdg{Qy.p,p) 

~ 16^ dg{@y.p,p) vTT3 

^C'df{Qy.p,p), y^O, 

ainsi que celle inverse : 




dte-'"^" Kti&y.p,p) > C"dfi@y.p,p). 



Ces estimations mettent en lumière le mélange UV/IR, car y G M' doit être interprété comme 
un moment. 



Pour la partie à deux points de np['^]i on a 

ex ( f 



oo ^—tm 

dt 



2 



(47rt)2 

12(27rj' Um' J 



X sup 

pesupp((/p) 



oo ^~tm 



D'après le lemme [T.2.4L sup^gj^/ {/j^; d''z\ip{z.p)\^ < oo. De plus, a agissant isométriquement, 
la métrique induite sur les orbites est constante, orbites qui sont des sous-variétés fermées car 
l'action est propre [78]. Par conséquent, 

i 

dliy-p,p) = ^ 9ij(.p)y'y\ 

oïl les fonctions gij{p) ne dépendent que de l'orbite du point p et sont strictement positives 
et continues; dans le cas non périodique, l'action est libre et donc {(0,p) G M' x Af} est le 
seul ensemble pour lequel F{y,p) := dg{y.p,p) s'annule. Notons aussi que l'on peut trouver un 
système de coordonnées globales sur chaque orbite, en choisissant une base de M' rendant la 
métrique induite gij{p) diagonale. Ainsi, avec 9 := (dete)!/', on a 



/ 



l /2 



On obtient alors 



avec 



C{l,g,(fi,(f2) ■■= 



¥'i||isup<^ / éz\ip2iz.p)\\ sup {(det5(p)) [ 
peM iJRt ) pesupp(iz)i) 



l^—tm? 



Des estimations similaires sont valables pour la fonction à quatre points : 

\^ii,NPApM\ ^ ^^'{^C{l,g,^p-kQip,ip-k^ip) + 4C{l,g,^p,ip-k^ip-k^^ip)j J dtt^/^' 

Nous avons alors démontré le théorème suivant : 

Théorème 4.2.1. Lorsque M est non compacte, satisfait à une des hypothèses (!) ou (II), et 
munie d'une action isométrique lisse et propre du groupe M', alors pour tout lç G C'^{M) on a : 



r!i,jvp,2p[<^]| < 



Ci{(p, Q) pour l = 4, 

C2(v', 6)1 lne| pour 1 = 2, 



ii) 



J- 1, 



ll,NP,4P 



Ml < C3{ip, 9) ;?owr 1 = 4 ou 1 = 2. 



Les possibles divergences restantes réfèrent au fait que la singularité IR peut ne pas être locale- 
ment intégrable, comme illustré précédemment. 

Corollaire 4.2.2. Sous les hypothèses du théorème précédent, lorsque l = 2, la théorie quantique 
à une boucle n'est pas renormalisable par adjonction de contre-termes 'locaux'. 

4.3 Déformations périodiques 

Les théories quantiques des champs sur déformations périodiques se comportent différemment 
des non périodiques. La raison vient de la différence structurelle de l'espace des 'moments', défini 
via l'action a. En effet, le groupe dual du groupe agissant sur la variété étant discret pour les 
déformations périodiques (compactes ou non), les divergences dans l'infrarouge du secteur non 
planaire n'apparaissent que pour certaines valeurs discrètes des impulsions. Le phénomène du 
mélange UV/IR est alors bien moins problématique. Nous verrons, dans les cas favorables en 
utilisant la décomposition de Peter Wcyl du champ de 'background', que l'on peut extraire les 
modes divergents des fonctions de Green non planaires, pour les renormaliser ensemble avec le 
secteur planaire. 

Bien que la décomposition en sous-espaces spectraux (par rapport à l'action de T' sur l'espace 
de Hilbert) existe dans tous les cas périodiques, nous ne serons capable de décrire le comporte- 
ment individuel des 'graphes de Feynman' (définis via cette décomposition) que dans le cas 
compact. Cette obstruction d'ordre technique provient du fait que le noyau de la chaleur ne 
peut s'écrire comme une somme discrète (d'éléments de l'espace de Hilbert H® H) que lorsque 
la variété est compacte. Cependant, nous verrons que les aspects analytiques fins de la théorie 
sont justement liés aux propriétés collectives des graphes de Feynman. Les conséquences de cette 
obstruction sur notre analyse ne seront alors que minimes. Ainsi, nous verrons comment inter- 
vient la nature arithmétique des paramètres de déformation sur le comportement analytique de 
l'action effective. 

Nous supposons dans ce paragraphe que le noyau de l'action a soit un réseau entier, ker a = 
fil} avec /3 G -M;(Z) et que son rang soit maximal (i.e. M} 1(31} =: Tj^ est compact). Pour simplifier 
les notations, nous supprimerons l'indice (3. 

4.3.1 Comportement individuel des graphes non planaires 

Revisitons tout d'abord le cas du tore non commutatif. Soit M = munie de la métrique 



plate, avec une action de par rotation. En utilisant la base orthonormée 
L^(T^, d'^x), on peut écrire le noyau de la chaleur comme 




de 



Kt{x,y) = (27r)-^ ^ ^~t\k\^ ^i<k,x-y> _ 



Rappelons aussi que le produit déformé devient sur les modes de Fourier 



avec Q{k,q) := {k,Qq). En développant le champ de 'background' ip dans la base des modes de 
Fourier (p = Ylkez* e^^^'^^ , avec {ck}kei.'^ ^ (S(Z^) lorsque (p G C°°(T^), on obtient 



^NPm- ^2 + \J,\2 \^^L.^''-r^ ' 2(3!)2 m2 + 



X 

r.s.u 



On peut alors analyser le comportement individuel des diagrammes de Feynman non planaires. 
La présence des phases dans l'expression précédente rend finie la somme sur les impulsions, 
lorsque les entrées de (27r)~^0 sont irrationnelles et lorsque r 7^ pour la fonction à deux points, 
r + s/ Oetr + îx/0 pour celle à quatre points. En effet, en retournant à la paramétrisation de 
Schwinger, qui échange les divergences aux grands moments k contre des divergences aux petits 
temps t, on obtient en appliquant la formule de sommation de Poisson par rapport à la somme 
sur k : 

■i(d{k,r) foo -tm? 
V = V / dt - e-\-ink-Qr\-'/At 

L'intégrale sur t est alors finie lorsque r 7^ et ^ ^ Q'. A partir de considérations similaires, 
on obtient de semblables conclusions pour la fonction à quatre points. 

Dans le cas générique périodique et compact, pour pouvoir faire des calculs quasiment aussi 
explicites que dans le cas plat, nous allons tirer profit de l'invariance du noyau de la chaleur 
sous a. Décomposons Ti = L'^{M,fig) en sous-espaces spectraux par rapport à l'action induite 
de t' par les opérateurs unitaires Vz : 



Chaque Hk est stable sous Vz pour tout z e M!" et tout G Hk satisfait à Vzip = e~*'^^''^>V- 
Notons aussi que si ^ G TCk alors \^\ G TCq. Soit Pk le projecteur orthogonal sur TCk- Le Laplacicn 
commutant avec Vz, le semi-groupe de la chaleur commute avec ; il est alors diagonalisable 
en bloc par rapport à la décomposition H = 0^^^! Hk ■ 



e-'^=Y,Pke-'^Pk. 

L'opérateur < e~*^ Pk étant à trace, il peut être décomposé dans chaque Hk comme 

Pke-'^Pk = Xle~*^''"lV'fc,n)(V'Ml> 

OÙ {V'fc.njneN est une base orthonormée de Hk consistant de vecteurs propres de PkAPk avec 
valeurs propres Xk^n- Le semi-groupe de la chaleur étant aussi un opérateur de Hilbert-Schmidt, 



son noyau peut s'écrire comme la série (convergente pour la topologie normique de l'espace de 
Hilbert L'^{M x M,figX ^g)) : 

Kt{p,p') = E E ^~'^'""Mp)ï^ip')- (4.3.1) 

Puisque chaque V'fc,n(p) appartient à Tik, la propriété d'invariance du noyau de la chaleur 
Kt{z.p, z.p') = Kt{p,p') est explicite. 

Tout G C°^(M) possède une unique décomposition en 'mode de Fourier' ip = X^r-ez' ^r, 
telle que {H'/'rlIoo} G 5(Z') et az{(pr) = e~*^^'^^(/3r.. Cette décomposition définit aussi une notion 
de diagrammes de Feynman, c'est-à-dire l'amplitude associée à une configuration de champ fixée. 
On obtient alors pour l'action effective (non planaire, régularisée et à une boucle) : 

1 f p — e("î^+-\fc n) /- \ 



A2 1 



^ LPr (P) fs (P) <Çu {P) (P) 



2(3!)2 m2 + Afc,„ 

Bien que ne connaissant pas l'expression explicite des vecteurs propres ipk,ni les sommes précé- 
dentes se réduisent par conservation des moments, comme pour le tore non commutatif. 
Lemme 4.3.1 (Conservation des moments). Soient ipi S "^fc^ H L'^{M, fig) pour i = 1, . . . ,q. 
Alors 



M 



Preuve. En utilisant l'invariance de la forme volume sous a et la relation az{tpi) = e ^-^^j, 
on obtient 

J<z,ki-\ ykq> 



M JM 

pour tout z G T' et le résultat s'ensuit. □ 

Vu que \'4'k,n\^{p) est constant sur les orbites de l'action et que iÇr S C°°(M) C L'^{M,fig) 
pour tout q gN*, le lemme H . 8 . 1 1 donne 



^11,NP[^] = 2 E E ^2 I ^ IV'fc,n|^(p)|^ E y^-r{p) 

~ 2(3!)2m2 + A,,. ^ 9^.(p)'^.(p)9^«-.(p)^-.-.(p) 



^i<k,0r> 



X e~2' 



|0(r+s,«) gi0(fc,r+.) ^ 4 gi0(fc,r+«)^ | ^ q(^0)_ (4 3 2) 

Pour analyser les divergences d'une configuration de champ fixée lorsque e — > 0, il suffit de remar- 
quer en renumérotant de manière usuelle (par ordre croissant en en comptant les multiplicités) 
les valeurs propres du Laplacien Afc^„ que 

\lpk,n\'^{p) IV'n(p)P , s 

2^ 2^ {m2 + X,^r ^ ^ (m2 + A„)^ = i^(™2+A)--b,P) 
fcez'neN^ "'"-^ neN ^ 



qui est fini si > 2 car le Théorème de Weyl affirme que A„ ~ n^/^. Ainsi, les sommes sur 
n et sur k dans ()4.3.2() divergent dans la limite e — > pour certaines valeurs des moments 
(r = pour la fonction à deux points, r + s = Oetr + u = pour celle à quatre points) si 
les entrées de (27r)~^0 sont irrationnelles. Lorsqu'elles sont rationnelles, il y a un nombre infini 
de configurations divergentes, car ç,-^<^'®^> = i pour une infinité de k lorsque ^ G Nous 
verrons dans le paragraphe suivant que la convergence est garantie pour les autres configurations 
par les estimations (|2.3.1|) . (|2.3.2j) . 

En résumé, nous avons montré que pour toutes les déformations isospectrales périodiques 
compactes, les configurations individuelles du secteur non planaire reproduisent les principales 
particularités du tore non commutatif. 

Dans le paragraphe suivant, nous verrons l'importance de la nature arithmétique des entrées 
de la matrice de déformation ainsi que de la structure des points fixes pour l'action. 

4.3.2 Condition Diophantienne et points fixes 

Nous supposons toujours l'action périodique, mais maintenant M peut être compact ou non. 
Lorsque que M ne l'est pas, nous supposerons aussi qu'une des hypothèses (/) ou (//) sur le com- 
portement de la géométrie à l'infini (voir paragraphe 12.3.11) soit satisfaite. Sous ces hypothèses, 
la décomposition de Peter- Weyl existe toujours, mais le semi-groupe de la chaleur n'est plus a 
priori un opérateur compact ; l'écriture (|4.3.H) n'est alors plus valable. Nous retournons donc 
aux estimations du noyau de la chaleur hors diagonale. En utilisant la conservation des moments 
flemme [4. 3. 1|) ainsi que l'invariance de Kt sous a, on obtient 

1 f r A 

ty? i 

X (3i^t(e(r + s).p,p) +4irt(e(r + n).p,p))} +0(e°). 

Le cas rationnel ayant déjà été discuté au paragraphe précédent, nous nous restreindrons ici au 
cas irrationnel. Le mélange UV/IR n'apparaissant que lorsque r = pour la fonction à deux 
points et lorsque r-|-s = 0, r-|-ii = pour celle à quatre points, il est naturel de définir 
V action effective non-planaire réduite F^j'^^'^p [(/?] , en soustrayant les configurations divergentes. 
Ces dernières doivent être traitées pour la renormalisation avec le secteur planaire. 

- ^ E' Mp) Mp) ^u-s{p) ^-.-„(p)e-t®(^+^'") 

X (^Kt{Q{r + s).p,p) + 4:Kt{Q{r + u).p,p)^Y 

Ici est une notation qui signifie Z]rez',r^o ^^'^^ partie à deux points, X]r,s,«ez',r+s^o 
s nez' r+u7^o dans respectivement le premier et le second terme de la partie à quatre points. 



En utilisant les estimations du noyau de la chaleur et en effectuant l'intégrale sur t, on obtient 



lim 



^ ILNPi 



E' \^rip) \ \ Vsip) \ \^Pu-s{p) \ \ip-r-u{p)\ 



2(3!) 



mdg{e{r + s).p,p) ^ ^ mdg{@{r + u).p,p) ^\\ 

— vm — ' + '"^"^ — vm — ') /■ ^'-'-'^ 



Définition 4.3.2. 6» G M'\Q' satisfait à une condition Diophantienne s 'il existe deux constantes 
C > 0, /3 > qui soient telles que pour tout n S \ {0}, on ait : 

\\en\y := inf Wn + kl > C\nr^^+^\ 

Cette condition caractérise les nombres irrationnels qui sont "loin des rationnels", car mal 
approximés par les rationnels. Notons que l'ensemble des nombres satisfaisant à une condition 
Diophantienne est de mesure de Lebesgue pleine [85]. 

Cette notion de condition Diophantienne s'étend naturellement aux matrices à coefficients ir- 
rationels. 

Définition 4.3.3. Une Matrice G E M/(R'\Q'), de rang l, satisfait à une condition Diophanti- 
enne s'il existe deux constantes C > 0, /? > qui soient telles que pour tout n G Z' \ {0}, on 
ait : 

\\en\\ji := inf {Gn + k\ > C|n|-('+^). 

La métrique induite sur les orbites est constante comme dans le paragraphe I4.2.2| et la 
distance géodésique sur chaque orbite est par conséquent donnée par 



dliy.p,p) = inf V gij{p){y' + k'){y^ + F) 



Nous allons avoir besoin du comportement au voisinage de l'origine des fonctions de Bessel 
modifiées 

Kr{x) = - + 0(x°), Kq{x) = -7 + ln(2) - ln(x) + 0(x), 

X 

oh 7 est la constante d'Euler. 

Utilisons le fait que {H'/Jrlloo} £ S{'l!'), avec ipr G C^(M) où supp(99r) C supp((^) : si la fonction 
(i^2(ay(.), .) est localement intégrable pour tout 7^ y G T^, par rapport à la mesure donnée par 
la forme volume Riemannienne, on a la convergence des sommes dans {^.S.'Jj) si et seulement 
si d~'^{Qr.p,p) G c'est-à-dire, si et seulement si la matrice satisfait à une condition 

Diophantienne relativement à {2tt). 

Ce résultat semble nouveau, bien que conjecturé par Connes dans le cas du tore non commutatif il 
y a quelques années. Cette condition joue aussi un rôle primordial dans le calcul de la cohomologie 
de Hochschild du tore non commutatif [13] et en théorie des champs conforme, dans les modèles 
de Melvin à paramètre de twist irrationnel [70]. 

Cependant, l'intégrahilité locale de la fonction d~'^{ay{.), .) pour un y G T' non nul n'est en 
aucun cas garantie. Les problèmes sont à attendre dans un voisinage de l'ensemble des points 



ayant un groupe d'isotropie non trivial, oîi d~'^{ay{.), .) n'est pas bornée. En fait, par une simple 
analyse dimensionnelle, nous allons voir que des troubles sérieux devraient n'apparaître que 
lorsque les stabilisateurs sont uni-dimensionnels. 

Soit Hp le groupe d'isotropie de p G M et soit Msing := {p G M : Hp / {0}}. Rappelons que 
Msing est fermé (pour la topologie métrique) et est de mesure nulle dans M car l'action est propre 
(voir [78, théorème 6.15]). Notons aussi que pour / y G T^, dg(y.p,p) = si et seulement si 
p G Msing et y G Hp. Sur M^eg := M \ Mging (l'ensemble des orbites de type principal), l'action 
étant libre, on peut définir des coordonnées normales dans un voisinage tubulaire d'une orbite 
TKp à un point p G M. Soit (x^, ),// = !,••• ,n — l,i = l,--- ,1 respectivement les coordonnées 
transverses et celles données par le groupe, d'un point p G Mreg- L'action étant isométrique, la 
métrique s'écrit dans ce système de coordonnées 



g{x,x) 



h{x) l{x) 
l{x) g{x) 



oii g est la métrique (constante) induite sur les orbites. Un tel système de coordonnées est 
singulier, avec des singularités localisées en chaque point de Msing- Lorsque x = (x'^, x*) approche 
un point po de Msing, g{x) se réduit à une matrice de rang l — dim{Hp^). Dans ce système de 
coordonnées fJ-g{p) dg'^{y.p,p) s'écrit 



Vdet^î 



X, X 



^ ~ di X d X j 



lorsque dim{HpQ) = 1 la singularité de d~'^{y.p,p) pour p ^ pQ ne peut être compensée par le 
facteur ^Jàeig. 

Nous venons de mettre en lumière un nouvel aspect du phénomène de mélange UV/IR pour 
les déformations isospectrales périodiques génériques, qui nécessite d'être analysé dans chaque 
modèle spécifique. Comme nous le verrons au paragraphe suivant, ces divergences apparaissent 
d'ores et déjà dans les sphères de Connes-Landi et leurs espaces ambiants, mais pas dans les 
tores non commutatifs pour lesquels l'action est libre. 

Notons finalement que l'intégrabilité de l'application p dg^{y.p,p), pour tout 7^ y G T', 
est une condition nécessaire pour que la fonction à deux points non planaire puisse définir une 
distribution et donc pour que la théorie soit renormalisable. 

Théorème 4.3.4. Pour M compacte ou non (avec les hypothèses du varaaravhe \2.'j.f\ lorsque 
M n'est pas compacte), munie d'une action lisse et isométrique deT\ l = 2 ou l = 4 et avec une 
matrice de déformation satisfaisant à une condition Diophantienne (relativement à 2tt), alors 
pour tout iç G C^{M) s 'annulant dans un voisinage de Msing, l'action effective à une boucle 
non planaire réduite est finie. 

Corollaire 4.3.5. Sous les hypothèses du théorème précédent, la théorie quantique à une boucle 
n'est pas renormalisable par adjonction de contre-termes locaux si la matrice (27r)~"'^G ne satisfait 
pas à une condition Diophantienne, ou si la fonction d~'^{ay{.), .), pour 7^ y G T', n'est pas 
localement intégrable par rapport à la mesure donnée par la forme volume Riemannienne. 



4.4 Points fixes et divergences : un exemple 

Nous allons illustrer la discussion du paragraphe précédent sur les conséquences de la non 
intégrabilité de la fonction p d^'^(y.p,p), en regardant le cas de l'espace ambiant de la trois- 



sphère de Connes-Landi S^. 

En paramétrant en coordonnées sphériques 

Xl = R cos 4> cos K 
X2 = R sin (j) cos p 
X3 = R cos (j) sin K 
Xi = R sin (j) sin /?, 

avec R € [0, oo[, (/> G [o, 7r/2[, K,p £ [0, 27r[, on obtient l'espace non commutatif ambiant des 
sphères de Connes-Landi cf. paragraphe !! . 1.11 (pom lequel la condition d'homogénéité, Yli = 1 
a été relaxée) en twistant le produit usuel par l'action de T^. Cette action est donnée dans ce 
système de coordonnées par 

9 y : {R, (p, k, p) 1-^ y-{R, 0, k, p) := {R, çi, k + yi mod 27r, p + y2 mod 27r). 

Pour cette action, l'ensemble des points singuliers se décompose en : 

Kng = {(0, 0, ^, p)} U m, 0, K, p)} U {{R, 7T/2, K, p)}, 

et correspond a l'union des plans X2 = x^ = et xi = xs = 0. Le premier sous-ensemble consiste 
en un seul point : c'est le seul point fixe pour l'action proprement dit. Il ne posera aucun problème 
pour l'intégrabilité, car son groupe d'isotropie est bi-dimensionnel. Les stabilisateurs des points 
des deux derniers ensembles, qui sont des plans privés de l'origine, sont uni-dimensionnels et 
l'application p h->- dg'^{y.p,p) n'est pas intégrable dans leur voisinage. En effet, dans ce système 
de coordonnées, la distance géodésique entre un point {R, (j), k, p) et son translaté y-{R, (j), n, p), 
s'écrit 

[{R, (p, K, p);y.{R, (p, k, p)) = 2R^{1 — cos^ (p cos yi — sin^ 4> cos 2/2)- 
Pour î/i = 0, dg'^{p,y.p) devient alors 

1 

2iî2 sin^ 0(1 - cos 2/2) ' 

qui n'est pas intégrable en (/) = par rapport à la mesure donnée par R^ sin (j) cos ip dR d<j) dn dp. 
Par contre, la singularité en iî = de l'application p ^ d~'^{y.p,p) est intégrable. 

En conclusion, la fonction de Green non planaire à deux points de ce modèle ne définit pas 
une distribution. La théorie à une boucle n'est alors pas renormalisable. 



Conclusion et perspectives 



Dans cette thèse, nous avons commencé par étudier les plans de Moyal, les plus anciens 
espaces non commutatifs connus, dans le cadre axiomatique d'Alain Connes de la géométrie non 
commutative. Nous avons montré que l'on peut construire des triplets spectraux, objets centraux 
dans l'interface entre la GNC et la physique des interactions fondamentales, à partir d'algèbres 
construites avec le produit de Moyal. Le défi était important car ce type de déformations, 
d'espaces non commutatifs, a longtemps souffert de critiques, souvent heuristiques ou inexactes 
(par exemple la soi-disant trivialité de leurs dimensions spectrale et homologique) , visant à les 
déconsidérer. 

Pour ce faire, nous avons tout d'abord étendu la notion de triplet spectral aux d'algèbres 
sans unité, i.e. espaces Riemannien quantiques non compacts. Les premières pierres, les plus 
naturelles, avaient déjà été posées par Connes. Un grand nombre de détails techniques devaient 
cependant être ajustés. En particulier, il résulte que non pas une mais trois algèbres doivent 
être considérées. En efi'et, en plus d'une algèbre sans unité, codant la topologie d'un espace non 
commutatif non compact, il faut pour des raisons d'ordre aussi bien analytique qu'homologique, 
invoquer un plongement dans une algèbre unifère, i.e. une compactification de l'espace quantique. 
Les aspects analytiques, en particulier spectraux, étant plus subtiles dans le cas non compact, 
une troisième algèbre (dense dans la première) doit aussi être considérée pour formuler l'axiome 
de dimension spectrale. 

Pour vérifier ces axiomes modifiés, de nombreux outils d'analyse fonctionnelle ont été déve- 
loppés. Ce fut principalement des extensions, dans le contexte du produit de Moyal, des outils 
de base de la théorie de la diffusion et de la théorie des semi-groupes. L'ensemble des outils 
mathématiques développés dans la première moitié du siècle dernier en connection avec la for- 
mulation de la mécanique quantique sur espace de phase, dont est originaire le produit de Moyal, 
a aussi été largement utilisé. 

Dans une première partie qui concerne l'interface entre les aspects mathématiques de la GNC 
et ses applications en physique fondamentale, deux types de fonctionnelles d'action pour champs 
de jauge non commutatifs ont été calculés. Les résultats obtenus ne sont pas révolutionnaires ; 
ils reproduisent les actions usuellement prises comme point de départ dans les programmes 
d'étude des théories de jauge sur plans de Moyal. Cependant, ils démontrent la puissance et la 
robustesse des concepts de la GNC ainsi que la faisabilité de ces programmes dans des situations 
complètement non commutatives (par opposition aux situations presque commutativcs). 

L'action de Connes-Lott est une généralisation directe dans le langage de la GNC de celle 
de Yang-Mills, cette dernière donnant une interprétation géométrique du mécanisme de Higgs 
lorsque l'on considère le triplet spectral presque commutatif du modèle standard de la physique 



des particules (MS). Pour les plans de Moyal symplectiques, i.e. avec des matrices de déformation 
inversible, cette action reproduit l'action de Yang— Mills pour laquelle le produit de Moyal rem- 
place celui ordinaire. Les techniques que nous avons utilisées ne sont cependant pas directement 
applicable aux plans de Moyal génériques et/ou pour les déformations courbes. 

Le principe d'action spectrale est un principe unificateur en GNC. En définissant une fonc- 
tionnelle d'action Tr (x(-^^/A^)) à partir du spectre de l'opérateur de Dirac, on dispose directe- 
ment d'une action invariante sous le groupe de jauge du triplet (le groupe des automorphismes 
de l'algèbre), qui génère par fluctuation de la métrique le Lagrangien du MS couplé avec la 
gravitation d'Einstein-Weyl (dans le cas du triplet presque commutatif du MS). Pour calculer 
cette action dans le cas des plans de Moyal génériques, il a fallut étendre sa définition aux 
triplets spectraux sans unité. Ce programme n'a été que partiellement réalisé, mais les techniques 
développées, modulo une complexité calculatoire grandissante, sont directement applicables aux 
déformations isospectrales courbes. L'obstruction à laquelle nous avons été confronté est due, 
d'une part à la régularisation supplémentaire invoquée, une forme de régularisation spatiale, 
mais surtout à la manifestation d'un phénomène caractéristique à ce type d'espaces quantiques : 
le mélange UV/IR. Ce point est intrigant car ce phénomène se manifeste habituellement au 
niveau quantique, or l'action spectrale est une action classique ! 

Dans la deuxième partie de ce travail de recherche, non pas celle de ce mémoire car la 
présentation ne suit pas l'ordre chronologique, nous avons étudié les aspects principaux pour la 
construction de triplets spectraux à partir des déformations isospectrales courbes non compactes. 
Ces variétés non commutatives, généralisant les plan de Moyal et les tores NC en espace courbe, 
s'inscrivent dans une théorie des déformations bien plus générale due à Rieffel : la déformation 
des algèbres de Fréchet munies d'une action (isométrique) de M}. 

A partir de techniques d'analyse sur les variétés Riemannienne non compactes, principale- 
ment une estimation du noyau du semi-groupe de la chaleur, nous avons obtenu des résultats 
concernant l'appartenance aux classes de Schattcn (ordinaires et faibles) pour les operateurs 
du type L®[1 + A)~^. Ces estimations ont permis de montrer que la dimension spectrale de 
ces déformations (périodiques ou non), est égale à la dimension classique, i.e. la dimension de 
la variété non déformée. C'est le point central dans la construction de triplets spectraux sans 
unité. 

Dans la dernière partie de cette thèse, nous nous sommes intéressé aux théories quantiques 
des champs sur les déformations isospectrales courbes. Au travers d'une théorie scalaire, nous 
avons démontré l'existence et le caractère intrinsèque du phénomène de mélange UV/IR. 
Pour les déformations périodiques, le mélange ne concerne (au niveau de la fonction à deux 
points) que le mode zéro du champ, dans sa décomposition en sous-espaces spectraux. Dans ce 
cas, le mélange UV/IR n'est pas tellement problématique ; les modes affectés par le mélange 
UV/IR peuvent être traitées pour la renormalisation avec le secteur planaire. 
Dans le cas non périodique, on obtient des fonctions de Green non planaires qui présentent le 
mélange sous une forme très proche de celle du paradigme qu'est le plan de Moyal. 
De plus, notre approche donne une interprétation algébrique de la présence du secteur non 
planaire de ces théories : il vient des produits d'opérateurs de représentation régulière droite 
et gauche. Nous avons aussi obtenu que le meilleur comportement du secteur non planaire est 
une conséquence de la présence du noyau de la chaleur hors diagonale dans les intégrales de 
Feynman. 



Cependant, son caractère régularisant dépend fortement des données géométriques. Pour les 
déformations non périodiques, la conclusion est que lorsque le rang de la matrice de déformation 
est égal à deux, la singularité infrarouge (du mélange UV/IR) n'est pas localement intégrable. Il 
s'ensuit que la fonction de Green IPI non planaire à deux points ne définit pas une distribution ; 
la théorie n'est alors pas renormalisable. Seules les actions de groupe de rang quatre donnent 
lieu à un secteur non planaire sans divergence. 

Lorsque l'action est périodique, nous avons montré qu'il est nécessaire que la matrice de 
déformation satisfasse à une condition Diophantienne (relativement à 27r) pour que les fonctions 
de Green non planaires définissent des distributions. Des divergences additionnelles peuvent 
exister à cause des possibles points fixes de l'action du groupe. 

Plusieurs autres directions de recherches sont envisageables. 

• Construction de triplets spectraux pour les déformations isospectrales non compactes 

A partir de nos résultats sur la Dixmier-traçabilité (et sur la valeur de leurs traces de 
Dixmier) des opérateurs L®(/)(1 + ^)~"/^ f corollaire 12 .3 . 14l théorème 12. 3. 15() nous avons 
déjà une vérification de l'axiome de dimension. Pour terminer la construction, il reste à 
définir des 'algèbres lisses' (pré-C*-algèbres) à partir du produit twisté. Le point de passage 
obligé est la construction de semi-normes, isométrique pour l'action du groupe. L'arsenal 
développé par Rieffel dans [92] pourra alors être pleinement employé. 

• Etude du mélange UV/IR pour les théories de jauge 

Notre traitement du comportement générique du mélange UV/IR peut être généralisé pour 
les déformations de variétés de dimension supérieure et/ou pour les théories de jauge. 
Nous nous sommes restreint au cas quadri-dimensionnel par souci de simplicité et pour 
son intérêt physique. Il est cependant clair que les techniques du noyau de la chaleur 
s'appliquent aux théories scalaires de dimension supérieure. 

Pour les théories de jauges sur déformations isospectrales de dimensions quelconques, il 
existe un moyen intrinsèque, ne passant ni par la construction de Connes-Lott ni par celle 
de Chamseddine-Connes, de définir des fonctionnelles d'action de type Yang-Mills : 
Pour toutes formes différentielles uj G ÇIP{M), rj G r2'^(M), à supports compacts, on peut 
définir un produit extérieur twisté par 



oii a* désigne dorénavant le pull-back de l'action. En se donnant ensuite un fibré vectoriel 
associé vr : S ^ M de groupe de structure G C U{N), ainsi qu'une forme de connection 
A G r2^(M, Lie(G)), on peut définir l'analogue non commutatif de l'action de Yang-Mills 



Jm 

où Fq := dA + A Ae A et *^ est l'étoile de Hodge. Dans ce contexte, on peut aussi établir 
une identité de 'trace' : 



Ainsi, Sy AiiA) est égale à /^j-tr(F0 A *jjFq). Pour entreprendre la quantification, on 
peut une fois encore utiliser la méthode du champ de 'background', dans la jauge de 







'background'. Si on ignore l'ambiguïté de Gribov, l'action effective à une boucle se réduit au 
calcul de déterminants d'opérateurs (partie quadratique en A de SyM + Sgj et déterminant 
de Faddeev-Popov) qui peuvent être exprimés localement par 

(V^ + La, - RA,)(y'' + La. - Ra^) + B, 

où B est borné et contient des sommes et produits d'opérateurs de multiplication twistée 
à gauche et à droite. Il est alors clair que le phénomène de mélange UV/IR se manifestera 
identiquement aux situations plates (voir par exemple [69,76,79]) et que les phénomènes 
liés au propriétés arithmétiques, au rang de la matrice de déformation ainsi qu'aux points 
fixes de l'action seront eux aussi présents. 

Calcul de l'action spectrale pour les déformations isospectrales périodiques compactes 
Pour les déformations isospectrales périodiques compactes, les obstructions auquelles nous 
nous sommes heurtés lors du calcul de l'action spectrale pour les plans de Moyal, sont facile- 
ment surmontables. En effet, il n'y a d'une part plus lieu d'introduire une régularisation 
'spatiale' ; le spectre de l'opérateur de Dirac covariant ]/)^ = l/) + L'^{A) + eJL®{A)J~^ est 
discret et de multiplicité finie pour les variétés Riemanniennes compactes. Les techniques 
de développement asymptotique, via la formule BCH, sont aussi directement applicables 
dans ces cas. D'autres développements sont envisageables, en particulier celui de Duhamel 
(voir [48,49] pour des applications de la formule de Duhamel). D'autre part, le phénomène 
de mélange UV/IR est bien moins problématique pour les déformations périodiques : la 
décomposition en sous-espaces spectraux des composantes du champs de jauge A G fi^, 
la relation 

Tr {Lf^ Rg^ e-*^) = Cte5r,-s e"^''®' / Mg(p) fM hs{p) Kt{er.p,p), 

ainsi que la majoration du noyau de la chaleur hors diagonale (|2..S.1|) . (|2.3.2j) . montrent 
que (si satisfait à une condition Diophantienne et si d"^ (ay(.), .) E Lj^^{M, fig)) seule 
certaines composantes du champs de jauge contribueront à l'action spectrale. En d'autres 
termes, les valeurs des résidus des pôles de la fonction Zêta de l'opérateur ]p\ sont haute- 
ment modifiées par la présence du secteur non planaire dans l'action spectrale ; présence 
venant de la représentation adjointe ad®(.) := L®(.) — R^{-). 

Généralisation des résultats de Grosse et Wulkenhaar 

Ce projet consiste à appliquer nos techniques au modèle de Grosse et Wulkenhaar et 
d'essayer de généraliser leurs résultats pour les déformations isospectrales courbes non 
périodiques. 

Dans la série d'articles [57-59], il est démontré que si on ajoute un couplage avec un 
potentiel confinant (oscillateur harmonique dans leur travail) à la théorie 99*"^ sur le plan 
de Moyal quadri-dimensionnel, i.e. si l'on considère l'action de Grosse et Wulkenhaar 

SgwM := I d''x[^{d^ipi.,d^ip){x) + 2^{x^^Mx^ip) 

TÏT^ A 

+ 'Y^'^'e'Pix) + -ip-k^ip-k^^p-k^^p{x) 

alors la théorie est perturbativement renormalisable à tout les ordres en A. Si la signification 
profonde de ce résultat n'est pas encore entièrement comprise, quelques explications peu- 
vent toutefois être mentionnées. Premièrement, ajouter un potentiel effectif est équivalent 



à une compactification du plan de Moyal ; on passe de spectre essentiel à spectre purement 
ponctuel. Aussi, le choix particulier du potentiel correspond à une 'Moyal-déformation' 
de l'espace des moments en même temps que celui de configuration. Ceci peut être vu à 
partir de l'invariance (à des changements d'échelle près) de cette action sous transformée 
de Fourier : 

< — > 2{e'^)^^x'', et ipip) i — > {-Kefip{x). 

On pourrait alors refaire notre analyse du comportement des fonctions de Green non 
planaires de cette théorie, en utilisant à la place du noyau de la chaleur le noyau de 
Mehler, i.e. celui du semi-groupe de l'oscillateur harmonique : 



KM{t,x,y) = (2vr)-"/2^ 

(sinh(4i))"/^ 



sinh(4t) ^ tanh(4t) 



La dernière étape consiste à comprendre le degré de liberté existant dans le choix du 
potentiel (tout en conservant la renormalisabilité) , afin de voir si ce résultat peut être 
généralisé aux déformations isospectrales non périodiques courbes. 

Sphères de Connes-Dubois-Violette 

Il serait intéressant de comprendre si le phénomène UV/IR (ou un analogue) est une ca- 
ractéristique générale des théories des champs sur espace non commutatif (nous avons déjà 
montré au paragraphe 14.1. il que deux secteurs différents existent forcément) ou si c'est une 
particularité des déformations isospectrales. Les sphères de Connes-Dubois- Violette [25], 
une famille à trois paramètres de variétés non commutatives sphériques ne rentrant pas 
dans le cadre des déformations de Rieffel, sont de bons exemples pour tester ce point. Pour 
ce faire, il faudrait trouver une base particulière de leurs algèbres, permettant de dériver 
les règles de Feynman. Cette question est complètement ouverte. 



Annexe A 

Traces de Dixmier 



J. Dixmier a réussi à disjoindre les notions de trace et de normalité dans les applications sur 
les operateurs d'un espace de Hilbert en construisant des traces non normales [33]. Ces traces 
éponymes, Tr^^;^, sont des fonctionnelles linéaires positives, invariantes sous conjugaison par des 
unitaires, définies sur un domaine et s'annulant sur l'idéal des opérateurs de rang fini. 

L'idée est de définir une trace via le coefficient d'un certain type de divergence, en l'occurrence 
logarithmique, de la trace usuelle : se donnant N, on veut définir une trace sur 

un idéal du cône positif des opérateurs compacts IC~^{'H) d'un espace de Hilbert séparable H par 

lim^, TefC^iH), 

où les sommes partielles des valeurs singulières (qui sont égales aux valeurs propres car T > 0) 
sont définies par 

N-l 

aN{T) := ^ finiT). 

n=0 

En se restreignant aux opérateurs pour lesquels les sommes partielles régularisées forment des 
suites bornées, {aN{T)/aN} £ i°°(N), deux problèmes sont à résoudre : la linéarité et la conver- 
gence. 

L'invariance sous conjugaison par des unitaires est automatique, étant directement implémentée 
au niveau des valeurs singulières : 

Pour obtenir la linéarité, il va falloir définir un processus limite, lim^^, qui ait du sens lorsque 
{Pn} G /°°(N) n'est pas convergente. Une condition nécessaire est qu'il soit invariant d'échelle : 
lim.u{P) = lim^{P) avec /? := ■ ■ ■ ,Pn,Pn, " • • )• demandera aussi qu'il coïncide avec la 

limite usuelle lorsque la suite est convergente. En particulier, ceci impliquera que lim.^{(3) = 0, 
lorsque /9„ — > 0, n — >■ oo. Ces conditions pourront être satisfaites seulement pour des divergences 
vérifiant les propriétés suivantes : 

Soit a une suite croissante positive, telle que 

i) lim Q„ = co, 

n— >oo 

a) «0 > "1 - «2, «n+l - > an+2 - «n+l, Vn € N, 

iii) lim a~^a2n = 1- 



Soit ensuite lai'H) l'idéal des opérateurs compacts défini par : 

Ic^in) := |t g IC{H) : G /°°(N)]. . 

l aN J 

La propriété d'idéal de cette famille d'opérateurs compacts est une conséquence de la sous- 
multiplicativité des valeurs singulières (voir par exemple [100, théorème 1.5]) : 

l^m+n{TS) < llm{T)Hn{S). 

Cela implique alors 

l^n{TS) < \\T\\ Hn{S), 

et donc 

aN{TS) < \\T\\aN{S). 
L'idéal lai'H) possède une structure naturelle d'algèbre de Banacli, pour la norme 

NeN l OiN 

Pour T appartenant au cône positif de la (H) , on définit sa trace de Dixmier Tra,u> (T) par 

où le processus de limite lim^^ est donné par 

lim(^):=u;(M(/^)), ,3 G /-(N). 



ITIIq := sup 



Ici, < a; G ^Cb(M!^)^ est une forme linéaire positive sur l'espace des fonctions continues et 
bornées sur la demi-droite M^, dont le noyau contient Co(M|*^), l'idéal des fonctions continues 
s'annulant à l'infini, i.c. = lorsque lim^^^oo fi^) = 0. L'application M désigne la moyenne 
de Cesàro associée au groupe (multiplicatif) avec mesure de Haar x~^dx : 

{Mg){x) :=-^ /%(t)^, 
log X 7i t 

et ja est la fonction simple (constante par morceaux) associée à la suite a : 

f : r{N) ^ L°°(R;), faix) := an, pour x G]n, n + 1], n G N. 
Théorème A.0.1 (Dixmier 1966 [33]). Tr 

a^ui une forme linéaire positive sur lai'H) qui 
est invariante sous conjugaison par les unitaires de CiJ-L). 

Esquisse de démonstration. Que l'application lai'H) 3 T t-^ TrQ^^(T), soit invariante par con- 
jugaison sous unitaires, est une conséquence de l'invariance des valeurs singulières. La positivité 
vient de la positivité de la fonctionnelle u; ainsi que de celle de la moyenne de Cesàro. 

Nous allons montrer la linéarité. A cette fin, notons tout d'abord que lim^^, est invariante 
d'échelle : 

lim(/?) = lim(^), avec ^ := (/?i, /?„,••• ). 



En effet, avec 9a : C(M^) — > C(M;^) l'opérateur d'échelle {6ag){x) := g{ax), défini pour tout 
a > 0, on a : 

f^{x)=fpC^x) = {e,/2f(3){x). 

Puisque la moyenne de Cesàro est asymptotiquement invariante d'échelle, i.e. pour tout g € 
L°°(M;), tout a > 

lim \M{eag){x)-M{g){x)\=0, 
on obtient en utilisant le fait que io{g) = lorsque lim^^^oo 9 = 0: 

lim(/3) =uj{M{f^)) = cv{M{ey2fp)) = ^(M(/^)) = lim(/3). 

Posons pour T, S £ lai'^) ■ 

iN ■■= —crN{T + S), Pn ■■= — o-Af(T), ÔN ■■= —aNiS). 

On remarque que les sommes partielles (TAr(.) sont aussi des normes, car pouvant aussi être 
exprimées en termes de suprema sur des normes traces : 

aN{T) = sup\\TE\\i, (A.0.1) 

E 

OÙ. E varie dans l'ensemble des opérateurs auto-adjoints de rang A^. On obtient alors 

aNiT + S)<aN{T)+aNiS), 

et donc < (^N + ^N- Ainsi, on a 

Tr^,a(T + S)< Ti^,a{T) + Tr^,a(5). 

Pour obtenir l'inégalité inverse, nous allons nous servir de la relation 

fTAr(r) + a M (S) < aN+AliT + S). 

Cette relation s'obtient en considérant E, F et G, projecteurs de rang n, m et n + m, qui soient 
tels que l'image de £' + F soit contenue dans celle de G. On a alors pour < T, S G IC{7i) 

Ti{ET) + Tt{FS) < Tr(Gr) + Tr(G5) = Tr(G(r + S)), 

qui donne le résultat d'après la caractérisation ()A.0.1|) des sommes partielles. Il en résulte que 

aN{T)+aN{S)<a2N{T + S), 

et donc + ^ "y2N- Ceci conclut la preuve, car par hyphothèse 

lim = 1, 

N^oo ajv 

et d'après l'invariance d'échelle du processus de limite, on a lim^(72Ar) = lim^(77v). □ 



Les fonctionnelles Tr^^^a s'étendent ensuite par linéarité à tout laO^), en utilisant la 
décomposition de tout opérateur borné en une somme à coefficients complexe de (quatre) 
éléments positifs. 

La propriété remarquable des traces de Dixmier, héritée de celle de la fonctionnelle eu 
définissant le processus de limite {co{g) = lorsque limj;^oo5 = 0); est de posséder un noyau 
consistant en la fermeture en norme de l'idéal des opérateurs de rang fini, dans lequel est 
inclus l'idéal des opérateurs à trace : 

Ker(Tr(^,«) = O.R.FU" D >C^(H). 

Les suites donnant lieu à d'intéressantes traces de Dixmier sont typiquement les polyloga- 
rithmes et les puissances de logarithme (voir par exemple [83]). Ces suites satisfont évidemment 
aux propriétés requises. 

En géométrie non commutative, c'est la divergence logarithmique qui est la plus pertinente : 
an = logra, Tr^j := Ti^^^iog. En particulier, l'idéal Iiogiji) coïncide avec la première classe de 
Schatten faible C^^''=°\H). Notons aussi que les classes de Schatten faibles ainsi que leurs duaux 

c^^^^){n) ■.= {T eic{ny,nm{T) = o{m-^/^),^men}, k>i, 

peuvent être alternativement définis à partir des classes de Schatten ordinaires par interpolation 
réelle [13, IV. 2. q]. Aussi, il existe une inégalité de Hôlder pour les classes de Schatten faibles 
avec la 'trace de Dixmier logarithmique' [55, proposition 7.16]. 

Les traces des Dixmier sont évidemment très difficiles à calculer lorsque, comme dans la 
majeure partie des cas, on ne connat pas explicitement les valeurs propres d'un opérateur. 
Heureusement, les résidus des fonctions Zétas donnent, sous certaines conditions, un accès rapide 
aux valeurs des 'traces de Dixmier logarithmiques'. 

Théorème A.0.2 (Connes [13]). Pour < T G C^^'^^^H), soit Ct(s) := Tr(r^) sa fonction 
Zêta. Si lim5_>i+(s — 1)C,t{s) = L < oo alors Trt^,(r) = L, indépendamment de u. 

Ce résultat caractérise le fait que si la suite (7jv(T')/ log AT converge, alors lim^^ coïncide avec 
la limite ordinaire. Notons finalement que ce résultat a été généralisé comme suit : 

Théorème A.0.3 ( [4,73]). Pour < T € £(i'°°)(H) et S € C{n), soit C,t{s) := Tr(ST^). Si 
lim.g^i+{s — 1)(t{s) = L < oo alors Ti^^{ST) = L, indépendamment de to. 



Annexe B 

Base de Wigner 



B.l Limite ^ ^ 

Rappelons que les éléments de la base de Wigner de l'oscillateur harmonique ont été définis 



par 



où /oo est la Gaussienne 



et les fonctions de création et d'annihilation sont 

ai ■■= ^(xi+ix^^j^) et := ^{x^ - i x^^^). 

Les produits *g et ponctuel sont reliés par 



ou 



d \ ( d d \ d l f d d 
■' et —-:=—- hî' 



Ainsi 



dai ' y/2\dxi ' dx^_^_j^J da^ ' a/2V9x, x^_^J^ 

yC'l) *e/00 — ^ /oo et /oo^eO; — ^ /oo- 



En dimension 2N , avec d'évidentes notations multi-indicielle, il en résulte que 
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100 



min{m,7i) 



En utilisant 



^ (-l)H rj p!2l'^l+l'^l-2H0Na*'^-Pa"-P/oo. (B.1.2) 

limM)-^exp(-i^x;)=52^(.), 
/i=i 

on obtient que pour m et n fixés, seuls les termes de la somme ()B.1.2|) pour lesquels \p\ = 
|(|n| + |m|) — donnent des contributions finies et non identiquement nulles dans la limite 
— > (au sens des distributions). Lorsque |p| > ^(|n| + |m|) — A*" les contributions sont nulles 
et lorsque \p\ < i(|n| + \m\) — N elles sont infinies. 



B.2 fmn et opérateur d'Euler 

Nous allons voir un étrange lien entre l'opérateur d'Euler 

N 

Se ■■= Ode + cx^d^^ + {l - c)x^_^^dx^^^, avec cG[0, 1], 

i=l 

agissant sur le champs continu de C*-algèbre ne6K+ (^e C*-complétion de Ae), et 

l'exponentielle imaginaire quadratique 

N 

hp{x) := exp ^ x^x^^^^ . 

Nous avons vu au paragraphe 2.2.1.3, que cette exponentielle appartient à Ai^ (l'algèbre des 
multiplicateurs bilatères de Ag) si est seulement si \a\ ^ 2/9. Nous allons démontrer que £c est 
une dérivation sur n0eM+ ^0 qu'elle est "intérieure" sur une de ses sous-algèbres. L'automor- 
phisme correspondant sera justement donné par l'élément 'pathologique' /i2/6»- 

Montrons tout d'abord que Se satisfait à la règle de Leibniz. Par définition, la C*-algèbre 
Aq consiste en les fonctions sur M"*" à valeur dans Ag, pour lesquelles la norme 



11/11 := sup ||/(^)|Uo, 



est finie. Ici ||.||^o désigne la norme opératorielle de Aq. Il suffit alors de vérifier que £c satisfait 
à la règle de Leibniz pour le produit de Moyal de deux fonctions f et g dépendant a priori de 0. 
D'une part nous avons 

= -2N {f\g){x) + {edef^,g){x) + {f*,edeg){x) 

2N 

+ jY. iix''.f>s9){x).{Sxr - {Mx>^.g)){x).{Sxr - ((x^/K((5x)^5))(^)• 

Finalement, en utilisant la règle de 'produit mixte' H2.2.6|l ainsi que le fait x.{Sx) = 0, on obtient 

2i 

Ode{f-^e9){x) = {edef-kgg){x) + {f-kgedeg)ix) - jYl i^{Sxrf)*e{9x^^9)ix)■ 

fj.=i 

D'après la règle de Leibniz pour le produit de Moyal H1.2.4|) et encore 1)2. 2. 6() . on a d'autre part 

N N 

Yl ^» -^^^ if*e9) {x) =Yx^ . ((a^^ fhe9ix) + K {d^^ g) (x)) 
î=l 1=1 

= {{^^■9^J)*o9{x) + f-*^e{x,.d^^g)ix)^ + jYi^(Sxy^)*e{dx^^9){x)- 

i=l 11=1 

Par un calcul similaire 

N N 

Y^^+n-^^,+mU*o9){x) = Y {i'^.+N-dx^+^fyo9ix) + f-^e{x,+N-dx^+^9)ix)) 

i=l i=l 

2i 

+ JY(^(S^yf)*o{9x^^9)ix)■ 
fl=l 

Ainsi, pour tout c G [0, 1] , Se satisfait à la règle de Leibniz : 

£c{f*o9) = {£cf)*o9 + f*o{£c9)- (B.2.1) 

Nous allons voir dans quel sens, et pour quelle sous-algèbre de neeM+ ^ô' cette dérivation 
est intérieure. En utilisant l'écriture HB.1.1|) des fmn ainsi que la propriété de dérivation, on va 
établir l'action de l'opérateur d'Euler sur les fmn (qui dépendent de 6) : 



m 
m 



-k„a 



Or, 



1 - 2c ^ 

i=l 

£c{ai) = ^(oi - (1 - 2c)a*), 
£c{a*) = ^{a*-{l-2c)ai). 



Ainsi, 

N 



^ 1 — 2c ^ r 

£c{fmn) = 1 ^ |\/("T-î + + 2)/m+2ni,n + \/(n7+î)(n7+2) /, 

i=l 

-y/miirrii - l)fm-2ui,n - \/ni{ni - l)/m,n-2Mi} , 

oii Mj désigne le i-ième vecteur de base de N^. En utilisant la définition des /mn en termes de 
produit de Moyal itéré des fonctions de création et d'annihilation, cf. équations et (|.''{.1.2j) . 

on identifie la dernière expression à une action adjointe : 

l-2c ^ 

Sc{fmn) = (L(a**ga* - ai-k^ai) - R{a*-kga* - ai-k^ai)) fmn- 

1=1 

Ainsi, sur la sous-algèbre de 1106»+ engendrée par les combinaisons de fmn à coefficients 
constants (indépendants de 9), £c est une dérivation intérieure : 

£c = adft, 

avec 

^ _ 1 - 2c ^ , *_ _ -2i{l - 2c) ^ 

i=l i=l 

qui est justement l'argument de l'exponentielle 'pathologique' hj^2/ei pour c = ou c = 1. 
Pour c = 1/2, les fmn sont dans le noyau de £c et sont des points fixes pour l'automorphisme 
associé. 
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